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Re´sume´
Nous e´tudions un syste`me stationnaire monodimensionnel couplant un mode`le simplifie´ de thermohy-
draulique a` un mode`le simplifie´ de neutronique dans l’approximation par la diffusion a` un groupe en e´nergie.
Nous montrons que ce mode`le de couplage non-line´aire peut eˆtre aborde´ sous deux angles diffe´rents et
qu’il peut eˆtre ramene´ a` la re´solution d’une e´quation diffe´rentielle ordinaire non-line´aire scalaire autonome
d’ordre 1. Il est ainsi possible d’obtenir une solution explicite sans passer par un algorithme ite´ratif re´solvant
successivement la thermohydraulique et la neutronique. De plus, nous obtenons une solution analytique
dans un cas simple. Les re´sultats explicites obtenus avec nos solutions analytiques confirment les re´sultats
nume´riques obtenus avec l’algorithme ite´ratif classique de couplage thermohydraulique–neutronique.
Mots cle´s : E´quation diffe´rentielle ordinaire, spectre d’ope´rateur, thermohydraulique, neutronique, couplage
de mode`les.
Abstract
We study a monodimensional stationary system coupling a simplified thermohydraulic model to a simplified
neutronic model based on the diffusion approximation with one energy group. We observe that this non-
linear coupled model can be studied under two points of view and we show that solving this model is
equivalent to the resolution of a non-linear scalar autonomous ordinary differential equation of order 1. As
a consequence, it is possible to obtain an explicit solution without using an iterative coupling algorithm
solving successively the thermohydraulics and the neutronics. Moreover, we obtain an analytic solution
in a simple case. The explicit results obtained with our analytical solutions confirm the numerical results
obtained with the iterative classical thermohydraulics–neutronics algorithm.
Key Words: Ordinary differential equation, operator spectrum, thermohydraulics, neutronics, models cou-
pling.
MSC classification: 34B24,34B30, 76B99, 82D75.
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1. Introduction
Le couplage entre les e´quations de´crivant le chauffage d’un fluide caloporteur duˆ aux re´actions de fission
dans un cœur de re´acteur nucle´aire et les e´quations de´crivant le transport des neutrons au sein du cœur est
un enjeu important pour le design de cœurs innovants ainsi que pour les e´tudes de suˆrete´ nucle´aire. Ce
couplage dit couplage thermohydraulique–neutronique est complexe du point de vue technologique car il
consiste a` coupler des mode`les tre`s diffe´rents re´solus par deux codes de calcul complexes – un code de
thermohydraulique et un code de neutronique –, souvent de´veloppe´s par des e´quipes aux compe´tences tre`s
diffe´rentes (incluant le ge´nie logiciel), constitue´es de nombreuses personnes [1, 2, 3] puisque les e´quations
de la thermohydraulique – e´quations non-line´aires de type Euler ou Navier-Stokes – et de la neutronique
– e´quation line´aire de type Boltzmann – sont issues de the´ories tre`s diffe´rentes. Ce couplage (qui est non-
line´aire) est aussi complexe du point de vue mathe´matique. En effet, la nature des proble`mes mathe´matiques
re´solus respectivement par les thermohydrauliciens et par les neutroniciens est totalement diffe´rente : le
thermohydraulicien re´soudra des e´quations de transport non-line´aires avec conditions initiales et aux limites
(de´duites des e´quations d’Euler ou de Navier-Stokes), alors que le neutronicien recherchera plutoˆt la plus
petite valeur propre d’un ope´rateur line´aire (de´duit de l’e´quation de Boltzmann du transport des neutrons).
On pourra par exemple consulter [4, 5, 6] pour une description de ce couplage a` l’aide d’outils industriels
ainsi que des e´quations re´solues dans chaque cas. Notons que dans [7], les auteurs proposent un couplage
base´ sur des outils libres avec un mode`le de neutronique simplifie´. On pourra aussi consulter [8] pour
une description du couplage entre un mode`le de thermique de type e´quation de la chaleur et un mode`le de
neutronique base´ sur une approximation multigroupe de l’e´quation de Boltzmann, les calculs e´tant re´alise´s
a` l’aide de codes de calcul industriels.
Ce contexte rend difficile une compre´hension fine des difficulte´s mathe´matiques de fond induites par ce
couplage, qu’elles soient intrinse`ques a` la nature mathe´matique du couplage, ou a` l’algorithme de couplage
dont le roˆle est de faire communiquer les informations entre les codes de calcul pour converger vers une
solution du syste`me couple´ global (lorsqu’elle existe). Ainsi, tre`s souvent, des re´sultats nume´riques de
couplage thermohydraulique–neutronique sont pre´sente´s sans aucune description des e´quations re´solues
par chacun des codes (voir par exemple [1, 2, 9]).
Aussi, afin de mieux analyser ces difficulte´s, on se propose d’e´tudier du point de vue the´orique un mode`le
simplifie´ (mais non-line´aire) de couplage stationnaire thermohydraulique-neutronique. Pour cela, on re´duit
la thermohydraulique a` une e´quation de transport a` de´bit constant de l’enthalpie interne du fluide calopor-
teur1 couple´e via un terme source a` la neutronique qui est mode´lise´e par une e´quation de re´action-diffusion
sur le flux neutronique2 (ce qui correspond a` l’approximation du transport des neutrons par la diffusion a` un
groupe en e´nergie). Soulignons que dans [14] ou` est re´alise´e une e´tude purement nume´rique, le mode`le de
neutronique est identique a` celui que l’on utilise ici, le mode`le de thermohydraulique e´tant cependant plus
complexe. Dans [15], le mode`le de neutronique est e´galement identique mais avec une extension a` deux
groupes en e´nergie. Aucune solution analytique n’est par contre propose´e pour ce mode`le a` deux groupes.
1En re´gime stationnaire, ce mode`le simplifie´ de thermohydraulique est ne´anmoins parfaitement justifie´ dans le cadre de
l’approximation bas Mach [10, 11, 12].
2On peut noter que l’e´quation de la neutronique pour notre mode`le simplifie´ est line´aire lorsque le couplage est supprime´,
a` l’instar de l’e´quation de Boltzmann de transport des neutrons [13]. De meˆme, notre mode`le simplifie´ de thermohydraulique
est line´aire lorsque le couplage est supprime´. Seul le couplage rend donc ici le proble`me non-line´aire. Notons cependant que
les mode`les de thermohydraulique base´s sur des e´quations de type Euler ou Navier-Stokes sont non-line´aires, qu’il y ait ou non
couplage avec la neutronique.
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Ce mode`le de couplage simplifie´ est inte´ressant car il permet d’une part de rappeler les concepts importants
de la neutronique dans un cadre beaucoup plus simple (mais non-trivial, le couplage demeurant non-line´aire)
que celui des e´quations d’Euler ou de Navier-Stokes couple´es a` l’e´quation de Boltzmann. Ainsi, on souligne
que le couplage peut eˆtre aborde´ sous deux angles a priori diffe´rents selon que la puissance du cœur est ou
n’est pas connue : dans le premier cas, l’on recherche le coefficient multiplicateur ke f f alors que dans
le second cas, l’on recherche l’enthalpie de sortie hs. D’autre part, malgre´ sa simplicite´ apparente, ce
mode`le permet l’e´tablissement de re´sultats d’existence et d’unicite´ non triviaux – voir les The´ore`mes 3.2
et 3.4 – et de diverses proprie´te´s dont certaines classiques en neutronique – voir par exemple le Lemme
3.1. De plus, sous des hypothe`ses de mode´lisation supple´mentaires, il est possible d’obtenir des solutions
analytiques – voir les Corollaires 4.1 et 4.2 – restituant des phe´nome`nes classiques dus au couplage de
la thermohydraulique avec la neutronique tel que le de´placement du maximum du flux neutronique vers
l’entre´e du cœur du fait de l’effet Doppler (voir la Figure 1). Notons que ces solutions analytiques pourraient
ensuite eˆtre utilise´es dans le couplage de codes industriels pour acce´le´rer le processus de convergence.
Ce travail est organise´ comme suit. On pre´sente dans la Section 2 le mode`le simplifie´ de couplage
thermohydraulique-neutronique ainsi que le couplage vu sous deux angles diffe´rents (Recherche de l’enthalpie
de sortie hs puis Recherche du coefficient multiplicateur ke f f ). On s’attache e´galement a` expliciter les liens
entre ces deux approches. Lorsque le coefficient de diffusion et la section efficace de fission sont con-
stants (la section efficace d’absorption demeurant de´pendante de l’enthalpie), on de´termine dans la Section
3 une solution de ce mode`le de couplage pour chacune des deux approches en se ramenant a` une e´quation
diffe´rentielle ordinaire non-line´aire scalaire autonome d’ordre 1 sur l’enthalpie interne du fluide caloporteur.
Puis on calcule dans la Section 4 cette solution a` l’aide de fonctions spe´ciales lorsque la section efficace
d’absorption de´pend de fac¸on affine de l’enthalpie interne. Enfin, des re´sultats nume´riques sont pre´sente´s
dans la Section 5 pour le cas affine, re´sultats obtenus aussi bien avec les formules e´tablies dans la Section
4 qu’avec un algorithme inspire´ des algorithmes de couplage thermohydraulique–neutronique classiques de
recherche du ke f f et que nous pre´sentons brie`vement en Annexe D.
2. Mode`le simplifie´ de couplage thermohydraulique–neutronique
On expose dans cette section le mode`le simplifie´ de couplage thermohydraulique–neutronique dans
le cas tridimensionnel (3D) instationnaire (on pourra consulter [6] pour un mode`le complet de couplage
thermohydraulique–neutronique). Puis, on en de´duit un syste`me monodimensionnel (1D) stationnaire
lorsque le cœur nucle´aire de´fini par Ω ⊂ R3 est tel que Ω = S × [0, L] ou` S ⊂ R2 et L > 0 sont re-
spectivement la section transversale et la hauteur du cœur. On souligne en particulier que le proble`me de
couplage stationnaire peut eˆtre aborde´ sous deux angles diffe´rents selon que la puissance du cœur est ou
n’est pas impose´e.
2.1. Le mode`le 3D instationnaire
Soit le syste`me de l’hydrodynamique
∂tρ + ∇ · (ρu) = 0, (a)
∂t(ρu) + ∇ · (ρu ⊗ u) + ∇[p(ρ, h)] = ρg, (b)
∂t(ρE) + ∇ · (ρuE) = EΣ f (h)φ(t, x) + ρg · u (c)
(1)
3
couple´ au mode`le de neutronique simplifie´
1
V
∂tφ − ∇ · [D(h)∇φ] + [Σa(h) − νΣ f (h)(1 − β)]φ − λc = 0,
∂tc + λc − νΣ f (h)βφ = 0.
(2)
qui correspond a` l’approximation par la diffusion a` un groupe en e´nergie [13] et qui est utilise´ dans [7].
Dans (1) et (2), les variables t ≥ 0 et x ∈ Ω sont respectivement les variables de temps et d’espace (Ω ⊂
R3 de´finit le cœur nucle´aire). Dans (1), ρ(t, x), u(t, x), h(t, x), p(t, x) := P[ρ(t, x), h(t, x)] et E(t, x) :=
|u(t,x)|2
2 + h(t, x) − p(t,x)ρ(t,x) sont respectivement la densite´, la vitesse, l’enthalpie interne, la pression – P(ρ, h)
e´tant l’e´quation d’e´tat – et l’e´nergie totale du fluide caloporteur. Le vecteur ρg est une force volumique
agissant sur le fluide caloporteur (suppose´e externe ici pour simplifier : e.g. la gravite´). La constante E
est l’e´nergie de´pose´e par fission (E > 0 s’exprime en J), Σ f (h) est la section efficace de fission (Σ f (h) > 0
s’exprime en m−1) et φ(t, x) – solution de (2) – est le flux de neutrons soit le nombre de neutrons ge´ne´re´s
par les neutrons prompts et retarde´s par unite´ de surface et de temps (φ(t, x) ≥ 0 s’exprime en m−2·s−1). Le
terme source
sh,φ(t, x) := EΣ f (h)φ(t, x)
dans (1)(c) est donc la densite´ de puissance de´pose´e dans le fluide caloporteur et produite par les re´actions
de fission (sh,φ ≥ 0 s’exprime en W·m−3). Dans (2), D(h) est le coefficient de diffusion (D(h) > 0 s’exprime
en m), et V , ν, β et 1/λ sont des constantes strictement positives qui sont respectivement la norme de la




ou` mn est la masse
atomique du neutron), le nombre moyen de neutrons e´mis par fission, la proportion de neutrons retarde´s par
fission et le temps caracte´ristique d’e´mission des neutrons retarde´s. La fonction strictement positive Σa(h)
est la section efficace d’absorption (Σa(h) > 0 s’exprime en m−1). L’inconnue c(t, x) caracte´rise le flux de
neutrons retarde´s (c ≥ 0 s’exprime en m−3 et Vc est le flux de neutrons retarde´s).









EΣ f (h)φ(t, x)dx. (3)
Le terme source sh,φ se re´e´crit alors
sh,φ(t, x) = P(t) × EΣ f (h)φ(t, x)∫
Ω
EΣ f (h)φ(t, x)dx
ce qui permet de re´e´crire (1)(c) sous la forme e´quivalente
∂t(ρE) + ∇ · (ρuE) = P(t) × EΣ f (h)φ(t, x)∫
Ω
EΣ f (h)φ(t, x)dx
+ ρg · u. (4)
4
Cette formulation est sans inte´reˆt lorsque la puissance P(t) est inconnue. Par contre, lorsque la puissance
P(t) est une donne´e du proble`me, la formulation (4) peut eˆtre utilise´e a` la place de (1)(c) : dans la suite de
cette section, ce point est de´taille´ dans le cas stationnaire.
Le couplage entre (1) et (2) est donc re´alise´ par l’interme´diaire de la densite´ de puissance sh,φ et des
sections efficaces d’absorption Σa(h) et de fission Σ f (h). Il conviendra bien suˆr d’ajouter des conditions aux
limites et initiales au syste`me couple´ (1)(2).
2.2. Le mode`le 1D stationnaire
En remplac¸ant l’e´quation (1)(c) par l’e´quation
ρ(∂th + u · ∇h) = ∂t p + u · ∇p + EΣ f (h)φ(t, x)
qui lui est e´quivalente dans le cas re´gulier, en remplac¸ant dans (1)(b) la pression thermodynamique p par une
pression (dite dynamique) pi de´couple´e de l’e´quation d’e´tat P(ρ, h) et en supposant que p est une constante en
espace3 – ces deux simplifications correspondant a` l’approximation bas Mach [10, 11, 12] –, en supposant
que Ω = S × [0, L] (S ⊂ R2 et L > 0 sont respectivement la section transversale et la hauteur du cœur), le










h = EΣ f (h)φ(t, z)
(5)










+ [Σa(h) − νΣ f (h)(1 − β)]φ(z) − λc = 0,
λc − νΣ f (h)βφ = 0,
(6)









+ [Σa(h) − νΣ f (h)]φ(z) = 0 (7)
puisque la connaissance du flux de neutrons retarde´s n’est pas ne´cessaire dans le cas stationnaire. Nous
n’expliciterons donc pas les conditions initiales et nous e´crirons les conditions aux limites restreintes au cas
1D. En notant S := |S| la surface de la section transversale, la puissance P du cœur de´duite de (3) est donc
ici
P = S ×
∫ L
0
EΣ f (h)φ(z)dz. (8)
3Du fait de cette hypothe`se, au lieu de l’e´quation d’e´tat P(ρ, h), on utilise dans la suite l’e´quation d’e´tat %(h, P0) donnant la
densite´, et que l’on note %(h), P0 e´tant la pression thermodynamique pour laquelle on a par hypothe`se p = P0.
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Pour l’hydrodynamique 1D, les conditions aux limites en entre´e du cœur (i.e. en z = 0) sont donne´es par
(ρu)|z=0 = De > 0,
h|z=0 = he
(9)
ou` De est le flux de masse entrant dans le cœur et he l’enthalpie interne en entre´e. Ces deux quantite´s sont
connues. Pour la neutronique 1D, on conside`re les conditions aux limites en entre´e (i.e. en z = 0) et en




et on cherche une solution ve´rifiant
∀z ∈]0, L[: φ(z) > 0. (11)
Le syste`me couple´ (5)(6) muni des conditions aux limites (9)(10) n’est pas ferme´. Il manque en effet une
condition aux limites sur la pression pi(z). Ne´anmoins, la condition aux limites sur le flux de masse en entre´e
– qui caracte´rise un re´gime de convection force´e – implique que la pression pi(z) n’intervient pas dans le
calcul de h(z) et de φ(z). Plus pre´cise´ment, l’e´quation de quantite´ de mouvement n’est pas utile ici pour
connaıˆtre h(z) (et donc ρ(z) := %[h(z)]), u(z) et φ(z). Et puisque ρu(z) = De pour tout z ∈ [0, L] (ce qui
est une conse´quence de l’e´quation de conservation de la masse et de la condition aux limites en entre´e), le













+ [Σa(h) − νΣ f (h)]φ(z) = 0 (b)
(12)





Dans le cas de la convection force´e en re´gime bas Mach, le calcul de ρ(z), u(z) et pi(z) pourra donc eˆtre
conside´re´ comme un post-traitement du calcul de la solution du syste`me couple´ (12)(13), ce qui nous permet
d’oublier les inconnues ρ(z), u(z) et pi(z) dans la suite.
4Lorsque l’approximation bas Mach n’est pas valable, l’e´quation (12)(a) est remplace´e par De ddz h(z) =
De
ρ(z) · ddzP[ρ(z), h(z)] +
EΣ f (h)φ(z) ou` P(ρ, h) est l’e´quation d’e´tat du fluide caloporteur. Le mode`le de couplage est de`s lors plus complique´ puisqu’il faut
dans ce cas tenir compte de l’e´quation de quantite´ de mouvement du fluide caloporteur. Soulignons ne´anmoins que l’approximation
bas Mach [10, 11, 12] est la plupart du temps valable dans le contexte de la mode´lisation d’un cœur de re´acteur nucle´aire.
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2.3. Le couplage stationnaire 1D vu sous deux angles diffe´rents
Il est important de remarquer que (12)(b) a` h(z) impose´ n’a en ge´ne´ral que la solution φ(z) = 0. Il est











Σa(h) − νΣ f (h)ke f f
]
φ(z) = 0 (14)










Σa(h) − νΣ f (h)k
]















Σa(h) − νΣ f (h)ke f f
]
φ(z) = 0 (b)
(15)






On cherche e´galement une solution ve´rifiant la contrainte de positivite´ (11) dont une condition ne´cessaire
d’apre`s (15)(a) est la contrainte
hs > he. (17)
Soulignons qu’a` h(z) impose´, l’e´tude de (14) se justifie par le fait que le comportement en temps long de
la solution φ(t, z) de (2) est entie`rement caracte´rise´e par la valeur de ke f f . Plus pre´cise´ment, trouver une
solution de (14) a` ke f f = 1 revient a` trouver une solution critique c’est-a`-dire un re´gime permanent de (2),
et trouver une solution de (14) a` ke f f > 1 (respectivement 0 < ke f f < 1) revient a` trouver une solution
sur-critique (respectivement sous-critique) c’est-a`-dire un re´gime pour lequel la solution de (2) tend vers
l’infini (respectivement vers ze´ro) en temps long. Dans ce travail, on appellera indiffe´remment ”Le mode`le
de neutronique (stationnaire)” les e´quations (12)(b) ou (15)(b).
Selon que l’on re´sout (12)(b) ou (15)(b), le couplage thermohydraulique-neutronique doit eˆtre perc¸u
sous deux angles diffe´rents puisque les inconnues et contraintes du proble`me ne sont pas les meˆmes. Nous
re´sumons ci-dessous ces deux approches :
1. Recherche de l’enthalpie de sortie hs :
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C’est le point de vue des utilisateurs de codes de thermohydraulique pour lesquels l’enthalpie interne
de sortie (et donc la tempe´rature de sortie) est une inconnue du proble`me. Dans ce cas, on e´value la
solution (h, φ)(z) de (12)(13) et l’enthalpie de sortie est donne´e par
hs = h(z = L).
D’apre`s (8), la puissance du cœur P – qui est ici une inconnue du proble`me – est obtenue avec la
relation
P = S ×
∫ L
0
EΣ f (h)φ(z)dz (18)
soit donc
P = S × De × (hs − he) (19)
















+ [Σa(h) − νΣ f (h)]φ(z) = 0 (b)
(20)
ou` le flux neutronique P est une constante positive inconnue ve´rifiant la condition de compatibilite´
(19). La formulation (20) trouve son inte´reˆt lorsque P est connue. On a en effet :
Lemme 2.1.
(a) Soit (h, φ) une solution de (12)(13) et soitP = S ×
∫ L
0
EΣ f (h)φ(t, z)dz. Alors (h, µφ) est solution
de (16)(20) pour toute constante µ > 0.
(b) Soit (h, φ) une solution quelconque de (16)(20) et soit µ =
De(hs − he)∫ L
0 EΣ f (h)φ(z)dz
. Alors (h, µφ) est
solution de (12)(13).
2. Recherche du coefficient multiplicateur ke f f :
C’est le point de vue des utilisateurs de codes de neutronique pour lesquels la puissance du cœur P
est connue (et bien suˆr strictement positive). Par voie de conse´quence, l’enthalpie interne de sortie hs
(et donc la tempe´rature de sortie) est e´galement connue d’apre`s la relation (19). Dans cette approche,
on re´sout (15)(16) et le niveau de flux neutronique est fixe´ puisque
P = S ×
∫ L
0
EΣ f (h)φ(z)dz = S × De × (hs − he). (21)
Le flux neutronique est donc un e´le´ment particulier du noyau de l’ope´rateur de diffusion neutronique
avec ke f f . La puissance P e´tant une donne´e, il est maintenant possible de modifier (15) pour obtenir
8


















Σa(h) − νΣ f (h)ke f f
]
φ(z) = 0 (b)
(22)
ou`P est une constante strictement positive connue, et ainsi revenir a` un cadre classique en neutronique
ou` le niveau de flux neutronique est arbitraire [13]. On a en effet :
Lemme 2.2.
(a) Soit (h, φ) une solution de (15)(16). Alors (h, µφ) est solution de (16)(22) pour toute constante
µ > 0.
(b) Soit (h, φ) une solution quelconque de (16)(22) et soit µ =
De(hs − he)∫ L
0 EΣ f (h)φ(z)dz
. Alors (h, µφ) est
solution de (15)(16).
Dans la suite de ce travail, nous privile´gions les formulations (12)(13) (pour le point de vue des util-
isateurs de codes de thermohydraulique) et (16)(22) (pour le point de vue des utilisateurs de codes de
neutronique).
2.4. Lien entre les deux approches
Les me´thodes nume´riques pour traiter les deux approches que sont (12)(13) (approche ”thermohy-
draulique”) et (16)(22) (approche ”neutronique”) sont a priori diffe´rentes puisque, d’une part, la nature
de la quantite´ pour laquelle le proble`me a une solution est diffe´rente (cf. hs versus ke f f ) et que, d’autre
part, (12)(13) admet a priori une unique solution alors que (16)(22) admet ne´cessairement une infinite´ de
solution (lorsqu’au moins une solution existe).
On peut cependant e´tablir un lien entre (12)(13) et (16)(22) via une re´e´criture du Lemme 2.1 :
Lemme 2.3.
1. Soit (h, φ) une solution de (12)(13) et soit P = S ×
∫ L
0
EΣ f (h)φ(t, z)dz. Alors (h, µφ) est solution de
(16)(22) avec k = 1 pour toute constante µ > 0.
2. Soit (h, φ) une solution quelconque de (16)(22) et soit µ =
De(hs − he)∫ L
0 EΣ f (h)φ(z)dz
. Alors (h, µφ) est solution
de (12)(13) lorsque Σa(h) dans (12) est remplace´ par







Le second point souligne que trouver la valeur de ke f f dans (16)(22) conduit a` re´soudre (12)(13) en augmen-
tant (respectivement diminuant) la section efficace d’absorption quand ke f f > 1 (respectivement ke f f < 1).
Autrement dit, ke f f > 1 (respectivement ke f f < 1) sous-entend que pour trouver une solution stationnaire
non nulle du couplage thermohydraulique–neutronique (1)(2), il est ne´cessaire d’augmenter (respectivement
diminuer) l’absorption des neutrons. Dans les situations re´elles, cela se fera via des moyens technologiques
approprie´s telles que l’introduction de barres de controˆle ou l’injection de bore dans le cœur.
3. Construction d’une solution stationnaire
Dans cette section, nous conside´rons le cas ou` D et Σ f sont deux constantes strictement positives5. Le
cas ou` D et Σ f de´pendent de h est aborde´ dans [16]. Par contre, Σa(h) n’est pas suppose´e constante ce qui
permet le couplage non-line´aire du proble`me sur (h, φ). Et on suppose que
Σa ∈ C0([hmin, hmax]) (23)
ou` [hmin, hmax] est suffisamment grand pour couvrir les configurations e´tudie´es (en particulier (he, hs) ∈
[hmin, hmax]2)6.
Sous ces hypothe`ses, on construit dans un premier temps une solution explicite du proble`me monodi-









φ(z) + [Σa(h) − νΣ f ]φ(z) = 0 (b)
(24)





Cette solution est construite a priori (voir le The´ore`me 3.1). Puis on prouve un re´sultat d’existence et
d’unicite´ (voir le The´ore`me 3.2). Rappelons que dans (24)(25), la puissance du cœur




et l’enthalpie interne de sortie hs sont inconnues et relie´es par la relation
P = S × De∆h ou` ∆h := hs − he, (27)
5Rappelons que les coefficients E et ν sont force´ment des constantes, e´galement strictement positives.
6On pourrait plus simplement supposer que Σa ∈ C0(R). On pre´fe`re ici supposer la re´gularite´ de Σa sur [hmin, hmax] car, en
pratique, les sections efficaces sont tabule´es sur un intervalle borne´.
10
S e´tant la surface de la section de passage du cœur dans lequel circule le fluide caloporteur (voir (18) et
(19)). Remarquons que (24) est un syste`me d’e´quations diffe´rentielles ordinaires non-line´aires d’ordre 3
muni des 3 conditions aux limites (25) (soit deux en z = 0 et une en z = L).
Dans un second temps, on construit une solution de (16)(22) – qui correspond au proble`me de recherche du




h(z) = P × EΣ fφ(z)∫ L
0
EΣ fφ(z)dz









Σa(h) − νΣ fke f f
]
φ(z) = 0 (b)
(28)






Dans (28)(29), hs et P sont des donne´es relie´es par (27). Soulignons que ke f f est une inconnue et que
(28)(29) admet a priori une infinite´ de solutions φ. Cette solution est construite a priori (voir le The´ore`me
3.3). Puis on prouve un re´sultat d’existence pour (h, φ, ke f f ) et d’unicite´ pour (h, ke f f ) (voir le The´ore`me
3.4).
On peut remarquer que dans le proble`me (28)(29), nous avons toujours un syste`me d’e´quations diffe´rentielles
ordinaires non-line´aires d’ordre 3. Ce syste`me est cependant maintenant muni de 4 conditions aux limites –
soit 1 condition aux limites de plus que pour le syste`me (24)(25) –, la condition aux limites supple´mentaire
sur l’enthalpie de sortie e´tant compense´e par la pre´sence du parame`tre ke f f dans (28)(b). Rappelons d’autre
part que le Lemme 2.3 e´tablit le lien entre les mode`les de couplage thermohydraulique-neutronique (24)(25)
et (28)(29).
Enfin, dans les deux cas, on cherche une solution ve´rifiant l’hypothe`se de positivite´ (11). Dans le cas du
couplage (24)(25), ceci implique en particulier que la valeur de hs calcule´e est telle que hs > he ; alors
que dans le cas du couplage (28)(29), ceci se traduit par la contrainte hs > he sur la donne´e hs (he e´tant
une donne´e dans les deux cas). Par souci de lisibilite´, nous ne rappellerons pas syste´matiquement cette
contrainte de positivite´ par la suite.
3.1. Recherche de l’enthalpie de sortie hs
On s’inte´resse ici au syste`me couple´ (24)(25). On donne une formulation ge´ne´rale de la solution
lorsqu’elle existe (voir le The´ore`me 3.1 dont la preuve est en Annexe. Puis, on e´tablit un re´sultat d’existence
et d’unicite´ (voir le The´ore`me 3.2 qui utilise le point 1 du Lemme C.1 place´ en Annexe C). Pour cela, l’on
de´finit la fonction V(h) avec
V(h) =
E(h)
h − he (30)11
ou` la fonction E(h) de´finie sur [hmin, hmax] est solution de
E′′(h) =
νΣ f − Σa(h)
D
, (a)
E′(he) = E(he) = 0. (b)
(31)
Remarquons qu’en appliquant la formule de Taylor avec reste inte´gral a` E(h) et en tenant compte de (31),
on obtient
E(h) = (h − he)2
∫ 1
0
(1 − t)νΣ f − Σa[he + t(h − he)]
D
dt.
En divisant par h − he, on obtient donc
V(h) = (h − he)
∫ 1
0
(1 − t)νΣ f − Σa[he + t(h − he)]
D
dt. (32)




(h−he)2 . Donc, en utilisant le fait que E










νΣ f − Σa[he + t(h − he)]
D
dt. (33)
Les formules (32) et (33) montrent que V est dans C1([hmin, hmax]) puisque Σa est par hypothe`se dans
C0([hmin, hmax]). Et on obtient en particulier que
V(he) = 0, (a)
V ′(he) =




Nous pouvons de´duire de ces expressions que
V ∈ C1([hmin, hmax]) ∩C2(]he, hmax]). (35)
Via l’expression (33), on constate cependant que la de´rivabilite´ de V ′ en he n’est pas claire quand Σa est une
fonction non-de´rivable au voisinage de he.
Par exemple, si Σa est affine, on a V ∈ C2([he, hmax]) (et meˆme V ∈ C∞(R)). En effet, lorsque
Σa(h) = Σa,e + σa(h − he) (36)
avec Σa,e = Σa(he) > 0, on trouve
V(h) =
νΣ f − Σa,e
2D
(h − he) − σa6D (h − he)
2, (a)
E(h) =
νΣ f − Σa,e
2D
(h − he)2 − σa6D (h − he)
3. (b)
(37)
Le re´sultat suivant – dont la preuve est place´e en Annexe A – e´tablit la forme de la solution lorsqu’elle
existe :
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The´ore`me 3.1. On suppose qu’une solution (h, φ) de (24)(25) existe. Alors :
i) hs > he et est solution de ∫ hs
he
dh√










V ′[he + (hs − he)(1 − t cos2 f )]dt
= L. (39)
Cette relation permet de trouver hs quand cela est possible.
ii) h ∈ C1([0, L]) et est solution de ∫ h(z)
he
dh√
2[V(hs) − V(h)](h − he)
= z (40)
ou` hs est solution de (38), relation qui est e´quivalente a`
h(z) = he + (hs − he) sin2 f (z) (41)
ou` f (z) est la fonction re´ciproque de





d f ′√∫ 1
0
V ′[he + (hs − he)(1 − t cos2 f ′)]dt
. (42)





2[V(hs) − V(h(z))][h(z) − he], (43)




(hs − he) sin[2 f (z)] f ′(z). (44)
Notons que l’enthalpie de sortie hs solution de (38) ne de´pend ni du flux neutronique φ(z), ni de la con-
stante de couplage E, ni du de´bit d’entre´e De. En conse´quence, h(z) solution de (40) ne de´pend ni du flux
neutronique φ(z), ni de la constante de couplage E, ni du de´bit d’entre´e De, ce qui peut sembler paradoxal.
Cette proprie´te´ remarquable est ve´rifie´e parce que le terme source dans (24)(a) est proportionnel au flux
neutronique φ(z) via la constante de couplage EΣ f . La fonction h(z) et la valeur hs de´pendent cependant
des sections efficaces Σ f et Σa(h) ainsi que du coefficient de diffusion D via la fonction V(h). Par contre, le






Cette remarque serait encore vraie en remplac¸ant la constante Σ f par une fonction Σ f (h).
Afin d’obtenir un re´sultat d’existence et d’unicite´, on peut par exemple supposer que V(h) ve´rifie
l’hypothe`se suivante :
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Hypothe`se 3.1. Il existe h∗ ∈]he, hmax] tel que V ′ soit de´croissante sur [he, h∗] et V ′(h∗) = 0.
Remarquons que lorsque h∗ ∈]he, hmax[, l’Hypothe`se 3.1 est e´quivalente a` l’hypothe`se :
V admet un maximum h∗ ∈]he, hmax[. De plus, V est strictement concave sur [he, h∗].
En outre, l’Hypothe`se 3.1 implique en particulier que
∀h ∈ [he, h∗[: V ′(h) > 0 et V ′(h∗) = 0. (45)
Elle permet donc aussi d’affirmer que
∀h ∈]he, h∗] : V(h) > 0 et V(he) = 0 (46)
(puisque V(he) = 0 d’apre`s (34)(a) et V(h) croissante sur [he, h∗]). De (32), (33), (45) et (46), on obtient
donc que sous l’Hypothe`se 3.1, la section efficace d’absorption Σa(h) ve´rifie











νΣ f − Σa[he + t(h − he)]
}
dt.
Soulignons que cette ine´galite´ n’est pas triviale car nous n’avons pas a priori νΣ f − Σa(h) > 0 pour tout
h ∈ [he, h∗[. Nous pouvons par contre affirmer qu’il y a existence d’un voisinage de he pour lequel νΣ f −
Σa(h) > 0 puisque (45) couple´e a` (34)(b) impose
νΣ f − Σa(he) > 0.
La fonction E(h) – solution de (31) – est donc strictement convexe dans un voisinage de he sous l’Hypothe`se
3.1.
Par exemple, lorsque Σa(h) est affine c’est-a`-dire donne´e avec (36), V(h) et E(h) sont donne´es avec (37), et
l’Hypothe`se 3.1 est ve´rifie´e sous les conditions ne´cessaires et suffisantes σa > 0 et νΣ f > Σa,e. En effet, la
fonction V est concave sous la condition ne´cessaire et suffisante σa > 0. De plus, V ′(h∗) = 0 si et seulement
si
h∗ = he +
3
2σa
(νΣ f − Σa,e) (47)
qui est un maximum sous la condition ne´cessaire et suffisante νΣ f −Σa,e > 0 (puisque l’on sait que σa > 0).
On ve´rifie par ailleurs que la fonction E est bien convexe dans un voisinage de he sous la condition ne´cessaire
et suffisante νΣ f > Σa,e. Rappelons que nous ne conside´rons pas ici le cas d’une section efficace d’absorption
Σa(h) constante (ce qui correspondrait au cas σa = 0) puisque dans ce cas, le couplage entre (24)(a) et
(24)(b) disparaıˆt.
Sous l’Hypothe`se 3.1, le re´sultat suivant donne l’existence et l’unicite´ de la solution :
The´ore`me 3.2. Sous l’Hypothe`se 3.1, l’e´quation (38) admet une unique solution hs ∈ [he, h∗[ si et seulement






Les fonctions h(z) et φ(z) solutions de (24)(25) existent donc, sont uniques et respectivement donne´es par




νΣ f − Σa(he) . (49)
La preuve de ce the´ore`me (place´e un peu plus loin dans cette section) utilise le point 1 du Lemme C.1 place´
en Annexe C. Soulignons que l’Hypothe`se 3.1 est une condition suffisante d’existence et d’unicite´ (celle-ci
est utilise´e pour obtenir l’ine´galite´ (51) et le de´veloppement de Taylor (119)). Au §3.3, nous e´tablirons un
re´sultat d’existence plus ge´ne´ral sans utiliser l’Hypothe`se 3.1 (voir le The´ore`me 3.5). Le prix a` payer sera
la perte a priori de l’unicite´.
Remarquons que Lmin donne´ avec (48) est bien de´fini puisque, sous l’Hypothe`se 3.1, on a V ′(he) > 0 (voir
(45)).
Via la fonction V , les donne´es des sections efficaces νΣ f et Σa(h) ainsi que du coefficient de diffusion D
induisent donc la limite supe´rieure
Pmax := S De(h∗ − he)
a` la puissance du cœur et la limite infe´rieure Lmin a` la hauteur du cœur. Dans le cas d’une section efficace
Σa(h) affine et donne´e avec (36), h∗ est donne´ avec (47), ce qui permet d’obtenir
Pmax = 3S De2σa (νΣ f − Σa,e).
Soulignons que l’existence d’une hauteur minimale Lmin du cœur a` partir de laquelle existe un e´tat sta-
tionnaire solution de (24)(25), sugge`re que pour un cœur trop petit (au sens L ∈]0, Lmin[), il est ne´cessaire




+ Σa(he) − νΣ f = 0 (50)
qui est une formulation classique en neutronique [13].
Enfin, le corollaire qui suit e´tablit un lien entre la solution du syste`me couple´ (24)(25) et le mode fonda-
mental de (24)(b) :
Corollaire 3.1. Lorsque L tend vers Lmin par valeurs supe´rieures, le couple (h, φ) converge uniforme´ment
vers (he, 0) alors que le flux normalise´
φ∫ L
0 φ(z)dz






le mode fondamental normalise´ pour l’e´quation de diffusion (24)(b) a` coefficients constants obtenue pour
h = he.
Notons que lorsque L tend vers +∞, on montre que hs tend vers h∗ (voir le de´but de la preuve du Corollaire
3.1). Cependant, il ne semble pas aise´ d’e´tablir un re´sultat similaire a` celui du Corollaire 3.1 pour cette
limite.
Preuve du The´ore`me 3.2 : Sous l’Hypothe`se 3.1, on a
∀hs ∈ [he, h∗[: 0 <
√∫ 1
0




En utilisant (38) et (39), on obtient alors













pour toute valeur de hs ∈ [he, h∗[. D’autre part, la limite de J(h) lorsque h tend vers he est Lmin := pi√2V′(he) .
Le minorant Lmin est donc bien la borne infe´rieure pour L. En outre, le point 1 du Lemme C.1 place´ en
Annexe C prouve que J(h) tend vers +∞ lorsque h tend vers h∗. De plus, J(h) est une fonction strictement
croissante sur [he, h∗]. En effet, la fonction V ′ e´tant strictement de´croissante sur [he, h∗] (puisque V est
strictement concave sur [he, h∗]), pour tout hs,1 > hs,2 (e´le´ments de [he, h∗]), on a V ′[he + (hs,1 − he)(1 −
t cos2 f )] < V ′[he + (hs,2 − he)(1 − t cos2 f )] (puisque 1 − t cos2 f ≥ 0 pour tout t ∈ [0, 1]), ce qui permet
d’obtenir J(hs,1) > J(hs,2) apre`s double inte´gration. L’existence et l’unicite´ de hs dans [he, h∗[ s’obtient
alors en notant que J(h) de´finit une bijection strictement croissante de [he, h∗[ dans [Lmin,+∞[. Enfin, il
suffit d’utiliser (34)(b) et (48) pour obtenir (49).
Preuve du corollaire 3.1 : La fonction L 7→ hs(L), fonction re´ciproque de
hs 7→ J(hs)
ou` J(hs) est de´fini avec (114)(115), de´finit une bijection croissante de [Lmin,+∞[ dans [he, h∗[, et ve´rifie
en particulier lim
L→L+min
hs(L) = he soit encore lim
L→L+min
∆h = 0 ou` ∆h := hs − he. Lorsque L tend vers Lmin par
valeurs supe´rieures, la fonction f solution de (113), de´finie sur [0, L] pour tout L ∈ [Lmin,+∞[, converge
donc uniforme´ment vers f0 de´finie sur [0, Lmin] avec f0(z) := piz2Lmin (qui ve´rifie bien f0(0) = 0 et f0(Lmin) =
pi
2
a` l’instar de f (z)). En utilisant la relation (110) entre h(z) et f (z), on trouve donc que la fonction h converge
uniforme´ment vers la fonction constante he lorsque L tend vers Lmin. Par ailleurs, on de´duit de (48) et (113)
que f ′ converge uniforme´ment vers la fonction constante pi2Lmin (qui est en outre la de´rive´e de f0(z)). Donc,
en utilisant (111)(b), on obtient que h′ converge uniforme´ment vers la fonction nulle lorsque L tend vers
Lmin. Et, en utilisant (24)(a), on obtient que φ converge uniforme´ment vers la fonction nulle lorsque L tend







hs − h(z) ∆h sin f (z) cos f (z).











hs − h(z) sin f (z) cos f (z)dz
(53)
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hs−h(z) converge uniforme´ment vers la fonction constante
√
V(hs)−V(he)
hs−he lorsque L tend
vers Lmin. Ainsi, la fonction
φ∫ L
0 φ(z)dz
converge uniforme´ment vers la fonction sin f0 cos f0∫ Lmin
0 sin f0(z) cos f0(z)dz
de´finie






le point cle´ utilise´ pour obtenir cette dernie`re limite uniforme est le fait qu’en normalisant le flux, on fait
disparaıˆtre dans (53) le coefficient ∆h qui tend vers ze´ro lorsque L tend vers Lmin.
3.2. Recherche du coefficient multiplicateur ke f f
On cherche maintenant a` construire une solution du syste`me couple´ (28)(29) pour lequel l’enthalpie de
sortie hs et la puissance du cœur P sont des donne´es relie´es par (27). On donne une formulation ge´ne´rale
de cette solution lorsqu’elle existe (voir le The´ore`me 3.3 dont la preuve est en Annexe). Puis, on e´tablit un
re´sultat d’existence et d’unicite´ (voir le The´ore`me 3.4 qui uitilise le point 2 du Lemme C.1 place´ en Annexe
C).
Rappelons que l’enthalpie de sortie du cœur hs e´tant fixe´e contrairement a` celle du syste`me (24)(25), on
doit introduire une nouvelle inconnue. Celle-ci correspond au coefficient multiplicateur ke f f > 0 dans (28).
Pour construire cette solution, on introduit la fonction W(h) de´finie avec
W(h) =
G(h)
(h − he)(hs − h) (54)




G(he) = G(hs) = 0. (b)
(55)
Les fonctions W et G ainsi de´finies sont pour le syste`me (28)(29) le pendant des fonctions V et E de´finies








Σa[he + t(hs − he) + tu(h − hs)]tdudt. (56)
En effet, on a G(h) = (h − he)
∫ 1
0
G′[he + t(h − he)]dt et
∫ 1
0
G′[he + t(hs − he)]dt = 0. Or, on a aussi
G′[he + t(h− he)]−G′[he + t(hs − he)] =
∫ he+t(h−he)
he+t(hs−he)




Σa(x)dx. Soit maintenant le
changement de variable x 7→ u parame´tre´ par t et de´fini avec x = he + t(hs − he) + u{[he + t(h − he)] − [he +
t(hs − he)]} soit plus simplement x = he + t(hs − he) + tu(h − hs). On a donc aussi
G′[he + t(h − he)] −G′[he + t(hs − he)] = − 1D
∫ 1
0
Σa[he + t(hs − he) + tu(h − hs)]t(h − hs)du.
En inte´grant par rapport a` t sur [0, 1] cette dernie`re e´galite´, on trouve alors∫ 1
0





Σa[he + t(hs − he) + tu(h − hs)]tdudt (57)
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soit encore G(h) =






Σa[he + t(hs−he) + tu(h−hs)]tdudt. D’ou` (56) en utilisant (54).
L’e´galite´ (56) permet d’affirmer que






Par ailleurs, comme Σa est par hypothe`se dans C0([hmin, hmax]), G est dans C2([hmin, hmax]). Et on de´duit de
(54) et (55)(b) que 
W(he) =
G′(he)
hs − he , (a)
W(hs) =
G′(hs)
he − hs (b)
(59)
(on rappelle que hs > he : voir (17)). On peut donc affirmer que W ∈ C0([hmin, hmax])∩C2(]he, hs[). On peut
en fait ame´liorer ce re´sultat de re´gularite´ pour W en remarquant que G(h) = (h− he)
∫ 1
0 G
′[he + t(h− he)]dt,
soit donc G(h)h−he =
∫ 1
0 G










G′′[he + t(h − he)]tdt = − 1D
∫ 1
0
Σa[he + t(h − he)]tdt.
La fonction G(h)h−he est donc de classe C
1 dans [he, hs]. La fonction 1/(hs−h) e´tant de classe C1 sur [he, hs[, on
obtient alors que la fonction G(h)(h−he)(hs−h) := W(h) est de classe C
1 sur [he, hs[. Par un raisonnement identique,
on obtient que W(h) est de classe C1 sur ]he, hs]. D’ou` W ∈ C1([he, hs]), soit encore W ∈ C1([hmin, hmax])
(puisque G ∈ C2([hmin, hmax]). Finalement, on a donc
W ∈ C1([hmin, hmax]) ∩C2(]he, hs[). (60)
Ainsi, la fonction W utilise´e pour re´soudre le proble`me de recherche de ke f f a une re´gularite´ similaire a`
celle de la fonction V utilise´e pour re´soudre le proble`me de recherche de hs (voir (35)). Notons que l’on












































(on rappelle que hs > he). Lorsque Σa est croissante (resp. de´croissante), on a donc W′(he) ≥ 0 et W′(hs) ≥ 0
(resp. W′(he) ≤ 0 et W′(hs) ≤ 0).
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On peut e´galement noter que
∀h ∈ [he, hs] : W(h) > 0 (61)
et
∀h ∈]he, hs[: G(h) > 0. (62)
En effet, la fonction G est strictement concave sur [he, hs] et nulle en he et en hs (car Σa(h) > 0 sur [he, hs]
et D > 0). D’ou` la stricte positivite´ de G sur ]he, hs[. La fonction W est donc e´galement strictement positive
sur ]he, hs[. Par ailleurs, du fait de la stricte concavite´ de G sur [he, hs], on a en particulier G′(he) > 0 et
G′(hs) < 0. D’ou` W(he) > 0 et W(hs) > 0 en utilisant (59).







(h − 2he + hs) , (a)











A` l’instar du The´ore`me 3.1, le re´sultat suivant – dont la preuve est place´e en Annexe B – e´tablit la forme
de la solution lorsqu’elle existe :
The´ore`me 3.3. On suppose qu’une solution (h, φ0, ke f f ) de (28)(29) existe. Alors :
























− 2W[he + (hs − he) sin2 f ]
= L. (66)
ii) (h, φ0) ∈ C1([0, L]) ×C2([0, L]) et est donne´e par
h(z) = he + (hs − he) sin2 f (z), (a)




− 2W[he + (hs − he) sin2 f (z)] (b)
(67)
ou` f (z) est la fonction re´ciproque de






− 2W[he + (hs − he) sin2 f ′]
. (68)
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La relation (65) peut s’interpre´ter de la fac¸on suivante : L’enthalpie h(z) est solution d’une e´quation
diffe´rentielle ordinaire d’ordre 3 a` laquelle on impose 4 conditions aux limites (a` savoir h(0) = he, h(L) = hs,
h′(0) = h′(L) = 0). Elle est donc surde´termine´e. La contrainte (65) compense alors la surde´termination.









A` l’instar du The´ore`me 3.2, le re´sultat suivant donne alors l’existence et l’unicite´ de la solution :




W(h) . Alors, il existe un unique ke f f ∈]0, k∞[ tel que le syste`me (28)(29)
ait une solution (h, φ) ve´rifiant φ(z) > 0 pour tout z ∈]0, L[. Ce ke f f solution de (66) e´tant unique, l’enthalpie
h(z) est e´galement unique et est de´finie avec (67)(a). Le flux neutronique φ(z) est par contre de´fini a` une
constante multiplicative pre`s et donne´ par µφ0(z) ou` µ est une constante strictement positive quelconque et
ou` φ0(z) est de´fini avec (67)(b).
La preuve de ce the´ore`me (place´e un peu plus loin dans cette section) utilise le point 2 du Lemme C.1 place´
en Annexe C.
Soulignons que le ke f f obtenu au The´ore`me 3.4 peut eˆtre relie´ a` un proble`me de recherche de plus petite
valeur propre. On a en effet :
Lemme 3.1. La constante νΣ fke f f est la plus petite valeur propre de l’ope´rateur L(h) de´fini avec




De plus, on a







lorsque Σa(h) n’est pas constante sur [he, hs], (a)





lorsque Σa(h) est une constante Σa sur [he, hs]. (b)
(69)
Le flux neutronique φ(z) obtenu au The´ore`me 3.4 correspond donc au mode fondamental de L(h). Il est
important de noter ici que l’ope´rateur L(h) e´tant un ope´rateur de Sturm-Liouville avec z 7→ Σa[h(z)] con-
tinue sur [0, L] (puisque h 7→ Σa(h) est continue sur [he, hs] par hypothe`se et que z 7→ h(z) de´finie avec
(67)(a) est continue sur [0, L]), selon la the´orie de ces ope´rateurs [17, 18], L(h) admet un spectre discret et
de´nombrable dont seuls les vecteurs propres associe´s au mode fondamental sont de signe constant sur ]0, L[
(voir par exemple le The´ore`me 2.1 du Chapitre 8 dans [17]). Ce point justifie le fait que la contrainte de
positivite´ (11) soit respecte´e par le vecteur propre φ associe´ a` la plus petite valeur propre νke f f de L(h).
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Enfin, on a le lemme suivant :
Lemme 3.2.
1. Le coefficient multiplicateur k∞ de´fini avec (64) est e´gal au coefficient ke f f obtenu en milieu infini.
2. Le coefficient multiplicateur sans couplage obtenu pour une enthalpie e´gale a` h∗ ∈ [he, hs] est donne´
par






On a donc en particulier lim
L→+∞ ke f f ,0(h∗) =
νΣ f
Σa(h∗) .
3. Le coefficient multiplicateur ke f f ,0(h∗) ve´rifie
Σa(h) croissante =⇒ 0 < ke f f < ke f f ,0(he), (a)
Σa(h) de´croissante =⇒ 0 < ke f f < ke f f ,0(hs). (b)
(71)
Le second point du Lemme 3.2 est une application directe de (69)(b) dont la preuve utilise l’ine´galite´ de
Poincare´ e´crite avec une constante optimale (voir (73) dans la preuve du Lemme 3.1). Ne´anmoins, nous
proposons deux autres preuves utilisant certains re´sultats e´tablis pre´ce´demment, ce qui permet de ve´rifier la
cohe´rence de ces re´sultats entre eux.
Soulignons qu’il est impossible d’affirmer a priori que 0 < ke f f ,0(he) < k∞ ou que 0 < k∞ < ke f f ,0(he)
lorsque Σa(h) est croissante, ou que 0 < ke f f ,0(hs) < k∞ ou que 0 < k∞ < ke f f ,0(hs) lorsque Σa(h) est
de´croissante. La validite´ d’une de ces ine´galite´s de´pend en effet explicitement des donne´es D, L, he et hs du
proble`me ainsi que du type de fonction h 7→ Σa(h) (voir par exemple la formule (97) qui donne k∞ dans le
cas affine : la comparaison de (97) avec (70) confirme qu’il est en effet impossible de statuer a priori).
Preuve du The´ore`me 3.4 : Pour tout f ∈ [0, pi2 ], on a ΣD − 2W[he + (hs − he) sin2 f ] ≥ Σ−Σ∞D ou`
















(h − he)(hs − h)
(72)
et en utilisant (65) et (66). On en de´duit que lim
Σ→+∞ I(Σ) = 0. Le point 2 du Lemme C.1 place´ en Annexe
C s’e´crit lim
Σ→Σ+∞
I(Σ) = +∞. On ve´rifie par ailleurs que I(Σ) est une fonction strictement de´croissante sur
[Σ∞,+∞[. Ainsi, I(Σ) de´finit une bijection strictement de´croissante de [Σ∞,+∞[ dans [0,+∞[, ce qui
permet d’e´tablir l’existence d’un unique Σ > Σ∞ tel que I(Σ) = L avec L > 0. On conclut en notant que





Preuve du Lemme 3.1 : Le coefficient νΣ fke f f est par construction une valeur propre de L(h) puisque φ(z)
obtenu au The´ore`me 3.4 est non nul. C’est de plus la plus petite valeur propre de L(h) puisque φ(z) est
strictement positive sur ]0, L[. En effet, les vecteurs propres de L(h) associe´s aux autres valeurs propres
changent de signe sur ]0, L[ d’apre`s la the´orie des ope´rateurs de Sturm-Liouville [17, 18]. Par ailleurs, on a
〈L(h)φ, φ〉 > D||φ′||2L2 + minh∈[he,hs] Σa(h) · ||φ||
2
L2
lorsque Σa(h) n’est pas constante sur [he, hs] (rappellons que Σa(h) est strictement positive sur [he, hs]). Or,
d’apre`s l’ine´galite´ de Poincare´, on a
||φ′||L2 ≥ piL ||φ||L2 (73)

















D’ou` l’ine´galite´ (69)(a). On obtient l’e´galite´ (69)(b) en notant que l’ine´galite´ de Poincare´ est une e´galite´





Preuve du Lemme 3.2 :








+∞, qui est e´quivalent a` lim
L→+∞ ke f f = k∞ en utilisant (72) et le fait que I(Σ) est une bijection (voir la preuve
du The´ore`me 3.4).
Preuve du deuxie`me aline´a : La relation (70) peut eˆtre vue comme une application directe de (69)(b).
Nous pouvons cependant obtenir (70) de deux autres fac¸ons. En effet, on obtient de suite (70) en utilisant
le Corollaire 3.1 et en remplac¸ant Lmin et νΣ f dans (50) par respectivement L et
νΣ f
ke f f ,0
. On peut aussi obtenir




















(la fonction W(h) de´pend des parame`tres he et hs : voir (54)). D’autre part, en choisissant h = he dans (57),
on obtient
G′(he)













2D . On conclut en utilisant le fait que W(he) =
G′(he)
hs−he (voir (59)).
Preuve du troisie`me aline´a : Ce point est une application de l’ine´galite´ (69)(a).
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3.3. Lien entre les deux approches
Nous avons vu au §2.4 l’existence d’un lien formel entre les proble`mes de recherche de hs et de ke f f .
Nous explorons ici plus en profondeur cet aspect a` la lumie`re des re´sultats obtenus pre´ce´demment. Cela
nous permettra e´galement d’expliquer pourquoi le re´sultat d’existence et d’unicite´ pour le proble`me de
recherche de hs (cf. The´ore`me 3.2) est obtenu sous une hypothe`se ad hoc (cf. Hypothe`se 3.1) alors que
le re´sultat d’existence et d’unicite´ pour le proble`me de recherche du ke f f (cf. The´ore`me 3.4) ne ne´cessite
aucune hypothe`se (autre que l’hypothe`se de re´gularite´ sur Σa(h)). L’e´tude de ce lien permettra e´galement de
souligner que la fonction V est plus adapte´e que la fonction W pour la re´solution du proble`me de recherche
de hs bien qu’il soit possible de formaliser ce proble`me avec W a` l’instar du proble`me de recherche du ke f f .
Enfin, on rappelle que dans tout ce qui suit, he est fixe´.
Nous remarquons tout d’abord que les fonctions V et W respectivement de´finies avec (30) et (54) sont
relie´es par
V(hs) − V(h) = −(hs − h)
[




Il est important de noter que la fonction W est parame´tre´e par hs alors que V ne l’est pas. Aussi, dans la
suite, on poseW(hs, h) := W(h) et on re´e´crit la relation pre´ce´dente avec
V(h∗) − V(h) = −(h∗ − h)
[
W(h∗, h) − νΣ f2D
]
. (74)
Cette relation est valable pour tout h∗ > he de`s lors que W est de´finie sur [he, h∗], ce qui est le cas pour tout
h∗ ∈]he, hmax]. Notons par ailleurs que h 7→ W(h∗, h) est dans C1([he, h∗]) ∩ C2(]he, h∗[) d’apre`s (60) (en





L’introduction de h∗ permettra de re´introduire la valeur hs solution de (38) et qui est maintenant a priori




Cette quantite´ existe puisque W(h∗, ·) ∈ C0([he, h∗]) d’apre`s (60), et on a W ∈ C0([he, hmax]). Enfin, la






D − 2W(hs, h)
]
(h − he)(hs − h)
. (75)
D’ou`
J(hs) = I(νΣ f ) (76)
ou` la fonction I est de´finie avec (72) et analyse´e au point 2 du Lemme C.1. L’e´galite´ (76) explicite clairement
le lien entre le proble`me de recherche de hs et le proble`me de recherche du ke f f . Ne´anmoins, la formulation
(75) base´e sur la fonction de deux variables W(hs, h) est plus complexe que (52). Cela vient bien suˆr du
fait que l’enthalpie h est impose´e en sortie pour le proble`me de recherche du ke f f alors qu’elle ne l’est pas
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pour le proble`me de recherche de hs. Autrement dit, la fonction V est plus adapte´e que la fonction W pour
la re´solution du proble`me de recherche de hs.
Dans la suite, nous serons amene´s a` conside´rer les deux cas
∀h∗ ∈ [he, hmax] : W(h∗) < νΣ f (77)
et
∃h∗ ∈ [he, hmax] tel que W(h∗) = νΣ f . (78)
Comme W(he) = 0, sous (78), il existe alors h∗∗ ∈]he, h∗] tel que
W(h∗∗) = νΣ f et ∀h ∈ [he, h∗∗] : W(h) < νΣ f .
Sans hypothe`se particulie`re sur la fonction V (ou de fac¸on e´quivalente sur la fonction W(h∗, h)), on
obtient le re´sultat d’existence suivant :
The´ore`me 3.5.
i) Sous la condition (77), il existe [lmin, lmax] ⊂ ]0,+∞[ tel que le proble`me de recherche de hs ait au moins
une solution pour tout L ∈ [lmin, lmax]. Dans ce cas, hs ∈]he, hmax] et il n’y a pas force´ment unicite´ de hs.
ii) Sous la condition (78), il existe lmin > 0 tel que le proble`me de recherche de hs ait au moins une solution
pour tout L ∈ [lmin,+∞[. Dans ce cas, hs ∈]he, h∗∗[, la limite de hs quand L tend vers +∞ est h∗∗ et il n’y a
pas force´ment unicite´ de hs.
Notons que lmin n’est pas ne´cessairement donne´ par la relation (48). L’existence potentielle de plusieurs so-
lutions pour certaines sections efficaces d’absorption Σa(h) peut eˆtre un e´le´ment de´terminant pour anticiper
la non-convergence de l’algorithme de couplage thermohydraulique-neutronique classiquement utilise´ pour
le proble`me de recherche du ke f f 7 mais applique´ au proble`me de recherche de hs.
Enfin, on a le corollaire suivant qui permet de retrouver un re´sultat d’existence et d’unicite´ similaire a` celui
du The´ore`me 3.2 :
Corollaire 3.2. S’il existe h∗ ∈]he, hmax] tel que W(h∗, h) soit strictement croissante et concave en h sur
[he, h∗], et queW(h∗, h∗) = νΣ f2D , alors il y a existence et unicite´ de hs ∈ [he, h∗[ pour tout L ≥ lmin. De plus,
lmin = Lmin ou` Lmin est de´fini avec (48).
La preuve de ce corollaire utilise le fait que l’hypothe`se surW(h∗, h) implique l’Hypothe`se 3.1. Ne´anmoins,
ces deux hypothe`ses ne sont pas e´quivalentes, l’hypothe`se sur W(h∗, h) e´tant plus forte que l’Hypothe`se
3.1. Le Corollaire 3.2 est donc plus faible que le The´ore`me 3.2. Cette remarque souligne a` nouveau que la
fonction V est plus adapte´e que la fonction W pour la re´solution du proble`me de recherche de hs.
Preuve du Corollaire 3.2 : Pour e´tablir ce corollaire, il suffit de remarquer que l’Hypothe`se 3.1 est ve´rifie´e.
En effet, l’on a d’apre`s (74)








7Celui-ci est brie`vement pre´sente´ en Annexe D et utilise´ au §5.2.
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et
V ′′(h) = −2 ∂
∂h




(on rappelle que V ∈ C2(]he, h∗]) pour tout h∗ ∈]he, hmax] : voir (35)). D’ou` V ′′(h) < 0 sur ]he, h∗[ et
V ′(h∗) = 0 d’apre`s l’hypothe`se surW(h∗, h). On conclut alors en appliquant le The´ore`me 3.2.
La preuve du The´ore`me 3.5 utilise des arguments similaires a` ceux utilise´s pour e´tablir l’existence au
The´ore`me 3.4 couple´s au lemme suivant qui est un prolongement du point 2 du Lemme C.1 :
Lemme 3.3.
i) Sous la condition (77), il existe [Lmin, Lmax] ⊂ ]0,+∞[ tel que J([he, hmax]) = [Lmin, Lmax].
ii) Sous la condition (78), il existe Lmin > 0 et h∗∗ ∈]he, h∗] tel que J([he, h∗∗]) = [Lmin,+∞[.
Preuve du Lemme 3.3 : La preuve du point i est imme´diate puisque dans ce cas, l’inte´grale J(hs) est de´finie












0 Σa[he + t(hs − he) + tu(he + (hs − he) sin2 φ − hs)]tdtdu
, (79)
inte´grale qui est de´finie pour tout hs ∈ [he, hmax] de`s lors que W(hs) > νΣ f2D . La preuve du point ii utilise
le fait que J(hs) tend vers +∞ lorsque h tend vers h∗∗ par valeurs infe´rieures, cette limite e´tant obtenue en
utilisant les meˆmes arguments que ceux utilise´s pour e´tablir le point 2 du Lemme C.1.
4. Explicitation de la solution dans le cas affine
On particularise les re´sultats de la Section 3 en supposant que
Σa(h) = Σa,e + σa(h − he) (80)
ou` Σa,e et σa sont des constantes strictement positives connues.
4.1. Recherche de l’enthalpie de sortie hs
La proposition qui suit est une application des The´ore`mes 3.1 et 3.2 lorsque Σa(h) est donne´e par la
relation (80) :









ou` Fm( f ) est l’inte´grale elliptique de Jacobi de´finie avec























νΣ f − Σa,e , (84)
l’e´quation (81) admet une unique solution. De plus, celle-ci est telle que
he < hs < h∗
ou`
h∗ = he +
3
2σa
(νΣ f − Σa,e). (85)
Notons que l’inte´grale elliptique de Jacobi Fm( f ) est e´tudie´e dans [19] (cf. expression 17.3.1) et peut eˆtre
e´value´e avec MAPLE (voir plus loin le §4.3).
On a de plus le corollaire :













Gm( f ) := Fm ( f )
√
1 + m2. (87)
L’enthalpie hs est alors donne´e par
hs(m) = he +
3m2
σa(1 + m2)
(νΣ f − Σa,e) (88)
et ve´rifie donc
lim
m→1 hs(m) = h∗. (89)
D’autre part, les fonctions h(z) et φ(z) sont donne´es avec




[hs(m) − he] sin[2 f (z)] f ′(z) (b)
(90)
ou` f (z) est la fonction re´ciproque de
z( f ) =
2Lmin
pi
Gm( f ). (91)
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est strictement croissante de [0, 1[ dans [pi2 ,+∞[). Pour tout L > Lmin, il existe un unique m ∈
]0, 1[ ve´rifiant (86), ce qui est cohe´rent avec le re´sultat d’existence et d’unicite´ e´nonce´ dans la Proposition
4.1 et vu comme un cas particulier du The´ore`me 3.2. Remarquons par ailleurs que le cas particulier L = Lmin
conduit a` m = 0, donc a` h(z) = he.
Preuve de la Proposition 4.1 : Lorsque Σa(h) est donne´e avec (80), la fonction V(h) est donne´e avec (37).
Donc
V ′(h) = a − b(h − he)
avec a := νΣ f−Σa,e2D et b :=
σa









[a − b(h − he)(1 − t cos2 f )]dt
= L.
Donc, en utilisant le fait que∫ 1
0
[a − bx(1 − t cos2 f )]dt = a − bx + bx
2
cos2 f = a − bx
2
















1 − b(h−he)2a−b(h−he) sin2 f
= L
ce qui correspond a` (81) en tenant compte de (82), (83) et de la de´finition de a et b. L’existence et l’unicite´
de h ∈]he, h∗[ lorsque L > Lmin est une conse´quence directe du The´ore`me 3.2 en notant que Lmin et h∗ sont
de´finis avec (49) et (47).
Preuve du Corollaire 4.1 : On de´duit de (83) que
q =












νΣ f − Σa,e = L











en utilisant Lmin := pi
√
D
νΣ f−Σa,e , ce qui correspond a` l’e´quation (86). La relation (88) s’obtient en injectant
(92) dans (83)(a). Les formules (90)(a) et (90)(b) sont respectivement de´duites de (41) et (44) en notant que
la fonction z( f ) de´finie avec (42) est dans le cas affine donne´e par (91).
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4.2. Recherche du coefficient multiplicateur ke f f
La solution du proble`me de recherche du coefficient multiplicateur ke f f se de´duit de la Proposition 4.1 et







q et qm2 = σa3D (hs−he),
en remplac¸ant νΣ f par
νΣ f
ke f f
dans (84) et (88), puis en conside´rant que hs(m) est une donne´e hs dans (88) et
(90). On obtient alors :












(hs − he). (93)
Le coefficient multiplicateur ke f f est alors donne´ par




(hs − he) + Σa,e
. (94)
D’autre part, les fonctions h(z) et φ(z) sont donne´es avec




(hs − he) sin[2 f (z)] f ′(z) (b)
(95)
ou` f (z) est la fonction re´ciproque de





Gm( f ). (96)





(ou` ∆h := hs − he) est
donne´ par8






e´tant par de´finition la re´activite´ du cœur9. Le coefficient de re´activite´ γ est donc strictement ne´gatif
lorsque σa > 0, ce qui contribue a` assurer la stabilite´ du cœur par un processus de contre-re´action entre
la thermohydraulique et la neutronique, et qui correspond dans le contexte e´tudie´ ici a` l’effet Doppler
(voir aussi la Figure 1). En effet, lorsque les re´actions de fission sont plus pre´sentes, l’enthalpie du cœur
8Dans notre mode`le simplifie´ de couplage thermohydraulique–neutronique, le combustible fissile est e´galement le fluide calo-
porteur. Le coefficient de re´activite´ γ est donc ici a` la fois le coefficient de tempe´rature du combustible (qui caracte´rise l’effet de
la tempe´rature du combustible fissile sur la re´activite´ par effet Doppler) et le coefficient mode´rateur (qui caracte´rise l’effet de la
tempe´rature du fluide caloporteur sur la re´activite´).
9 Dans des situations re´elles, la re´activite´ du cœur ke f f −1ke f f doit eˆtre infe´rieure pour des raisons de suˆrete´ a` la proportion β de
neutrons retarde´s par fission pour que le cœur puisse eˆtre stabilise´ avec des moyens technologiques dont l’e´chelle caracte´ristique
d’e´volution en temps est celle des neutrons retarde´s et pas celle des neutrons prompts. Soulignons que dans notre mode`le simplifie´,
β intervient dans l’e´quation instationnaire (2).
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augmente. L’enthalpie de sortie hs augmente alors, ce qui entraıˆne une diminution du ke f f puisque γ < 0,
et donc une diminution (resp. augmentation) de la re´activite´ du cœur lorsque ke f f > 1 (resp. ke f f ∈]0, 1[).
On a par ailleurs :









m→1 ke f f = k∞. (98)
Et on montre que :
Lemme 4.2. Le coefficient multiplicateur ke f f ve´rifie
0 < ke f f < k∞ (99)
et
0 < ke f f < ke f f ,0(he) (100)
ou` ke f f ,0(h∗) de´fini avec (70) est le coefficient multiplicateur sans couplage obtenu pour une enthalpie e´gale
a` h∗ ∈ [he, hs]. On a de plus
lim
m→0 ke f f = ke f f ,0(he). (101)
Ce lemme est une application directe au cas affine du The´ore`me 3.4 et du Lemme 3.2. Dans la preuve de ce
lemme, nous nous proposons cependant de retrouver ces ine´galite´s a` partir des formules explicites obtenues
pre´ce´demment afin de souligner la cohe´rence de ces formules avec les re´sultats obtenus dans le cas ge´ne´ral.






= pi2 , L > 0, σa > 0 et D > 0).
Soulignons que les formules (70) et (97) qui donnent respectivement ke f f ,0(he) et k∞ montrent qu’il est
impossible d’e´tablir a priori que 0 < ke f f ,0(he) < k∞ ou que 0 < k∞ < ke f f ,0(he). La validite´ d’une de ces
ine´galite´s de´pend en effet explicitement des donne´es D, L, he, hs et σa. On peut par contre affirmer que
dans le cas affine, on a
k∞ < lim
L→+∞ ke f f ,0(he) (102)
puisque lim
L→+∞ ke f f ,0(he) =
νΣ f
Σa,e
(on rappelle que l’on a hs > he et σa > 0).
Enfin, notons que l’on de´duit aise´ment des relations pre´ce´dentes que
lim
P→0
ke f f = ke f f ,0(he) et limP→+∞
ke f f = 0 (103)
ou` la puissance P du cœur est de´finie avec (27).
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Preuve du Lemme 4.1 : En utilisant (63)(a), on obtient que max
h∈[he,hs]
W(h) = Σa,e2D +
2σa
6D (hs−he) ce qui permet
de conclure en utilisant (64). On peut aussi de´duire ce re´sultat de (94) en faisant tendre m vers 1 puisque la
solution de (93) est m = 1 lorsque L tend vers +∞.
Preuve du Lemme 4.2 : L’ine´galite´ (99) se de´duit imme´diatement de (94) et (97) puisque m ∈]0, 1[. Pour
obtenir (100), on doit montrer que σa(1+m
2)
3m2 (hs − he) > pi
2D



























de´finit une fonction strictement croissante de






4.3. Quelques profils du flux neutronique φ(z) obtenus via MAPLE
On se propose ici de visualiser le flux neutronique φ(z) obtenu avec (90)(b) en utilisant la fonction
InverseJacobiAM de MAPLE pour e´valuer l’inverse de l’inte´grale de Jacobi Fm( f ) de´finie avec (82) et
donc pour e´valuer z( f ) de´fini avec (42). On repre´sente φ(z) pour 4 valeurs de m diffe´rentes. Soulignons que
le couplage est d’autant plus faible que le parame`tre m est proche de 0 (voir (88) dans le cas de la recherche
de hs et (101) dans le cas de la recherche de ke f f ). Inversement, plus m est proche de 1, plus le couplage est
important (voir (89) dans le cas de la recherche de hs et (98) dans le cas de la recherche de ke f f ).
Les diffe´rents profils de φ(z) repre´sente´s sur la Figure 1 confirment que le couplage est d’autant plus
faible que m est proche de 0 – le profil de φ(z) se rapprochant du mode fondamental de l’e´quation de
diffusion a` coefficient constant (voir le Corollaire 3.1) –, et qu’il est d’autant plus fort que m est proche de 1
avec en particulier un maximum du flux se rapprochant de l’entre´e du cœur, profil caracte´ristique des profils
rencontre´s dans les cas re´e´ls. Le de´placement vers l’entre´e du cœur du maximum du flux neutronique duˆ au
couplage est lie´ a` la section efficace d’absorption qui est ici d’autant plus importante que l’enthalpie interne
(et donc la tempe´rature) du fluide caloporteur est importante puisque σa est strictement positif dans (80).
Ce phe´nome`ne correspond a` l’effet Doppler qui est une contre-re´action stabilisant le cœur et qui trouve son
origine dans l’augmentation des captures ste´riles de neutrons dans le cœur lorsque la tempe´rature augmente,
captures ste´riles mode´lise´es ici par l’interme´diaire de la section efficace d’absorption Σa(h).
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φ(z) avec m = 0.40 φ(z) avec m = 0.80
φ(z) avec m = 0.90 φ(z) avec m = 0.99
Figure 1: Flux neutronique φ(z) obtenu avec (90)(b) pour diffe´rentes valeurs de m. Plus m est proche de 0, plus le couplage est
faible et plus φ(z) est proche du mode fondamental qui est ici un sinus. A` l’oppose´e, plus m est proche de 1, plus le couplage est
important, plus φ(z) est diffe´rent du mode fondamental et plus le maximum de φ(z) se rapproche de l’entre´e du cœur du fait de
l’effet Doppler.
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5. Application nume´rique dans le cas affine
On conside`re les donne´es suivantes10 :
S De = 14660 kg · s−1,
L = 400 cm,
D = 1 cm,
Σa,e = 0.45 cm−1,
νΣ f = 0.5 cm−1,
σa(1480 × 103 − he) = 0.0004 cm−1,
he = 1283 kJ · kg−1.
Le coefficient σa caracte´rise dans le cas affine la de´pendance de la section efficace d’absorption avec
l’enthalpie h du fluide caloporteur. Autrement dit, plus σa est important, plus le couplage entre la ther-
mohydraulique et la neutronique est important. Ici, σa est de l’ordre de 2.03 × 10−9 cm−1·J−1·kg.
Pour ces donne´es et pour diffe´rentes puissances du cœur, on compare les re´sultats obtenus via les solu-
tions analytiques de la Section 4 avec ceux obtenus via l’algorithme ite´ratif traditionnellement utilise´ pour
coupler les codes industriels de thermohydraulique et de neutronique. Soulignons de`s maintenant que cet
algorithme re´sout a` chaque ite´ration un proble`me line´aire de recherche de plus petite valeur propre, et trouve
sa justification dans le Lemme 3.1. L’adaptation de cet algorithme au mode`le de couplage e´tudie´ dans cet
article est brie`vement pre´sente´ en Annexe D. Dans [20], on e´tudie la convergence de celui-ci.
5.1. Recherche de l’enthalpie de sortie hs
On utilise le Corollaire 4.1 pour e´valuer hs. En utilisant (84), on trouve
Lmin = 14.05 cm.
En notant que L/Lmin ' 28.5, on peut supposer qu’en premie`re approximation, le parame`tre m solution de
(86) est e´gal a` 1. D’ou`
hs = 38220.50 kJ · kg−1 (104)
en utilisant (88), ce qui, en utilisant (27), correspond a` une puissance du cœur donne´e par
P = 541.50 GW.
Cette puissance est bien e´videmment irre´aliste11. Cela vient de ce que l’enthalpie de sortie hs donne´e
par (104) est tre`s importante et que celle-ci correspond aussi a` la solution du proble`me de recherche du
coefficient multiplicateur ke f f pour lequel ke f f = 1.
10Ces donne´es re´alistes nous ont e´te´ fournies par J. Ragusa qui nous a e´galement fourni le code MATLAB de couplage
thermohydraulique–neutronique base´ sur l’algorithme ite´ratif de calcul du ke f f brie`vement pre´sente´ en Annexe D.
11La puissance P d’un cœur de re´acteur a` eau pressurie´e classique est de l’ordre de quelques GW.
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5.2. Recherche du coefficient multiplicateur ke f f
Lorsque l’enthalpie de sortie hs est impose´e de telle sorte que la puissance P du cœur de´duite de (27)
soit re´aliste, ke f f est diffe´rent de 1. En utilisant le Corollaire 4.2 et en approchant a` nouveau m avec 1, on
obtient pour les puissances successives 2.75 GW, 3.75 GW et 5.5 GW12 :
P = 2.75 GW ⇒ ∆h = 187.58 kJ · kg−1 ⇒ hs = 1470.58 kJ · kg−1 ⇒ ke f f = 1.11048,
P = 3.75 GW ⇒ ∆h = 255.80 kJ · kg−1 ⇒ hs = 1538.8 kJ · kg−1 ⇒ ke f f = 1.11025,
P = 5.5 GW ⇒ ∆h = 375.17 kJ · kg−1 ⇒ hs = 1658 kJ · kg−1 ⇒ ke f f = 1.10986.
(105)
Soulignons que compte tenu de (98), ces ke f f sont approche´s ici par k∞ de´fini avec (97) puisque l’on fait
les calculs avec m = 1 (on a en toute rigueur 0 < ke f f < k∞ : voir (99)).
Ces ke f f sont strictement supe´rieurs a` 1. Cela sous-entend que pour trouver une solution stationnaire non
nulle du couplage thermohydraulique–neutronique (1)(2) avec ces donne´es, il est ne´cessaire d’augmenter
l’absorption des neutrons via des moyens technologiques approprie´s13 (voir le point 2 du Lemme 2.3).
En outre, la re´activite´ ke f f−1ke f f est de l’ordre de 9900 pcm
14 pour ces 3 cas, ce qui est une re´activite´ tre`s
importante par rapport aux re´activite´s usuelles qui sont entre 50 pcm et 100 pcm. Il faudrait en effet ici une
proportion β de neutrons retarde´s par fission strictement supe´rieure a` de l’ordre de 104 pcm, ce qui est bien
supe´rieur au β usuel qui est de l’ordre de 660 pcm (pour un re´acteur a` eau pressurise´e classique)15. Les 3
re´acteurs e´tudie´s ici sont donc difficilement controˆlables.
Enfin, ke f f ,0(he) de´fini avec (70) prend la valeur
ke f f ,0(he) = 1.11096
qui est bien supe´rieure aux valeurs de ke f f obtenues plus haut (voir l’ine´galite´ (100)). Notons qu’ici, on a
lim
L→+∞ ke f f ,0(he) =
νΣ f
Σa,e
= 1.11111 : l’ine´galite´ (102) est donc satisfaite (on rappelle que les ke f f e´value´s ci-
dessus sont obtenus en utilisant k∞). On constate de plus que cette valeur de ke f f ,0(he) couple´e aux valeurs
de ke f f en fonction de la puissance P du cœur obtenues ci-dessus sont compatibles avec (103).
Ces re´sultats sugge`rent que bien que m soit proche de 1, l’influence de la thermohydraulique sur la neutron-
ique n’est pas tre`s importante pour les donne´es choisies puisque l’ensemble des ke f f obtenus sont proches
12Le fait d’approcher m solution de (93) avec 1 se justifie par le fait que la valeur de L2
√
σa
3D (hs − he) est pour ces 3 cas supe´rieure





lorsque m tend vers 1.
13Ces moyens technologiques pourront eˆtre l’introduction de barres de controˆle ou l’injection de bore dans le cœur.
14pcm est l’acronyme de pour cent mille. Cette unite´ est fre´quemment utilise´e en neutronique.
15On rappelle que pour des raisons de suˆrete´, la re´activite´ du cœur ke f f −1ke f f doit eˆtre infe´rieure a` la la proportion β de neutrons
retarde´s par fission intervenant dans l’e´quation instationnaire (2) : voir la note de bas de page 9.
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de ke f f ,0(he). Pour augmenter l’influence de la thermohydraulique sur la neutronique, il faudrait augmenter
le coefficient σa (qui est ici de l’ordre de 2.03 × 10−9 cm−1·J−1·kg).
Les re´sultats obtenus ci-dessus avec nos re´sultats analytiques permettent de ve´rifier les re´sultats nume´riques
obtenus avec l’algorithme ite´ratif classique de couplage thermohydraulique–neutronique pour le calcul du
ke f f , algorithme brie`vement pre´sente´ en Annexe D16. On trouve en effet via cet algorithme
P = 2.75 GW =⇒ ke f f = 1.11043,
P = 3.75 GW =⇒ ke f f = 1.11022,
P = 5.5 GW =⇒ ke f f = 1.10984.
(106)
La diffe´rence sur le ke f f entre (105) et (106) vient de ce que les re´sultats sont obtenus dans (105) en utilisant
l’approximation m = 1 dans (94) (alors qu’il faudrait en toute rigueur re´soudre (93)). On peut aussi voir dans
cette diffe´rence le fait que les re´sultats obtenus dans (106) le sont en discre´tisant l’espace avec un nombre
limite´ de mailles (100 mailles ici). Ne´anmoins, les re´sultats obtenus en augmentant le nombre de mailles en
espace ne montrent pas de changement par rapport aux re´sultats obtenus dans (106). De plus, les re´sultats
obtenus avec un nombre de mailles beaucoup plus faible ne changent quasiment pas17. Nous repre´sentons
par ailleurs h(z) et φ(z) obtenus avec l’algorithme de couplage lorsque P = 5.5 GW. On constate que la
forme de φ(z) est identique a` celle de la Figure 1 avec m = 0.99.
Enfin, soulignons que le calcul de ke f f via l’utilisation de la formule (94) est beaucoup plus rapide que
via l’algorithme ite´ratif classique de couplage thermohydraulique–neutronique. C’est d’autant plus vrai
que lorsque l’approximation m = 1 est valable, la formule (94) ne ne´cessite que quelques ope´rations
e´le´mentaires.
6. Conclusion
Nous avons e´tudie´ dans ce travail le couplage monodimensionnel stationnaire dans un domaine borne´
[0, L] correspondant a` un cœur nucle´aire (L e´tant la hauteur du cœur) de deux syste`mes mode´lisant de fac¸on
simplifie´e respectivement les e´quations de la thermohydraulique dans un fluide caloporteur et l’e´quation
de la neutronique dans l’approximation par la diffusion a` un groupe en e´nergie, le couplage intervenant
en conside´rant d’une part que le terme source (qui est le de´poˆt d’e´nergie duˆ aux fissions) de l’e´quation de
transport de l’enthalpie interne est proportionnel a` la densite´ de flux de neutrons, et en conside´rant d’autre
part que certains des coefficients de l’e´quation de diffusion pour les neutrons de´pendent de l’enthalpie
interne du fluide.
Ce faisant, nous avons identifie´ deux proble`mes d’inte´reˆt. Le premier proble`me est un proble`me de
recherche de l’enthalpie interne en x = L (enthalpie de sortie du cœur) connaissant l’enthalpie interne
en x = 0 (enthalpie en entre´e du cœur). La puissance du cœur est alors une inconnue du proble`me, et
16Nous remercions J. Ragusa qui nous a fourni le code MATLAB correspondant.
17Par exemple, avec 10 mailles, nous obtenons ke f f = 1.11044, ke f f = 1.11023 et ke f f = 1.10986 pour les 3 puissances de (106).
L’impact sur le ke f f de ce nombre limite´ de mailles est donc faible. Par contre, le profil de φ(z) et, dans une moindre mesure, le





Figure 2: Enthalpie interne h(z) (en kJ·kg−1) et flux neutronique φ(z) (normalise´) lorsque P = 5.5 GW. L’abscisse indique l’indice
de la maille en espace. Le nombre de mailles est e´gal a` 100 et le pas en espace est constant.
sa recherche est e´quivalente a` la recherche de l’enthalpie de sortie. Ce premier proble`me serait plutoˆt
l’objectif de personnes surtout habitue´es aux e´quations de la thermohydraulique. Le deuxie`me proble`me
est un proble`me de recheche d’un coefficient note´ ke f f et appele´ coefficient multiplicateur, coefficient par
lequel on doit diviser la section efficace de fission pour obtenir une solution du proble`me couple´ a` enthalpie
de sortie impose´e. La puissance du cœur est alors une donne´e du proble`me. Ce second proble`me serait
plutoˆt l’objectif de personnes surtout habitue´es aux e´quations de la neutronique.
Lorsque le coefficient de diffusion et la section efficace de fission sont constants (la section efficace
d’absorption demeurant de´pendante de l’enthalpie), ces deux proble`mes se rame`nent a` une e´quation diffe´rentielle
ordinaire non-line´aire scalaire autonome d’ordre 1 avec un parame`tre qui est l’enthalpie de sortie dans le pre-
mier cas et le coefficient multiplicateur ke f f dans le deuxie`me cas. Nous montrons alors plusieurs re´sultats
the´oriques (e.g. existence et unicite´ d’une solution pour le premier proble`me lorsque la hauteur du cœur L
est supe´rieure a` une hauteur minimale L∗ ; existence et unicite´ d’une solution pour le second proble`me pour
toute hauteur du cœur L, ke f f appartenant a` un intervalle ]0, k∞[ ou` k∞ est le coefficient multiplicateur en
milieu infini).
Des calculs explicites (utilisant les inte´grales de Jacobi) sont possibles pour les deux proble`mes lorsque
la section efficace d’absorption de´pend de l’enthalpie interne de fac¸on affine. Ces calculs explicites perme-
ttent de ve´rifier les re´sultats the´oriques obtenus dans le cas ge´ne´ral. De plus, dans le cas de la recherche
du ke f f (qui correspond au second proble`me), ces calculs explicites corroborent des re´sultats nume´riques
obtenus avec un algorithme de couplage thermohydraulique–neutronique classique, algorithme base´ sur
une recherche a` chaque ite´ration de la plus petite valeur propre d’un ope´rateur line´aire de´duit du couplage
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non-line´aire.
La suite de ce travail consistera a` e´tudier nume´riquement ce mode`le de couplage en instationnaire et
en 2D/3D, a` complexifier le mode`le de thermohydraulique en utilisant un mode`le bas Mach de thermohy-
draulique cœur [10, 11, 12] et a` enrichir e´galement le mode`le de diffusion utilise´ pour la neutronique en
ajoutant plusieurs groupes en e´nergie. Enfin, l’analyse de la convergence de l’algorithme de couplage pour
le calcul du ke f f utilise´ dans cet article fera l’objet d’un futur article [20].
Remerciements : Ce travail a e´te´ finance´ en 2014 et en 2015 par le de´fi NEEDS du CNRS que nous
remercions. Nous remercions e´galement Jean Ragusa qui nous a fourni un code MATLAB permettant de
re´soudre le proble`me de recherche de ke f f pour notre proble`me de couplage simplifie´ thermohydraulique-
neutronique ainsi qu’Emmanuel Audusse qui nous a aide´ a` re´aliser certains calculs a` l’aide de ce code.
A. Preuve du The´ore`me 3.1
En tenant compte de (24)(a), l’e´quation (24)(b) s’e´crit
h′′′(z) + E′′(h)h′(z) = 0.
En inte´grant cette e´quation, on obtient
h′′(z) + E′(h) = C1 (107)




(h′)2(z) + E(h) = C1h + C2
ou` C2 est une seconde constante d’inte´gration. On a par ailleurs h′(0) = h′(L) = 0, h(0) = he et h(L) = hs.
Donc E(he) = C1he + C2 et E(hs) = C1hs + C2. D’ou` C1 =
E(hs)−E(he)
hs−he et C2 =
E(he)hs−E(hs)he




(h′)2(z) + E(h) =
E(hs)
hs − he · (h − he) (108)
puisque E(he) = 0 soit encore
(h′)2(z) = 2[V(hs) − V(h)] · (h − he). (109)
D’ou` dz = dh√
2[V(hs)−V(h)](h−he) ce qui donne (38) et (40) en inte´grant cette e´quation sur respectivement [0, L]
et [0, z]. La fonction h, si elle existe, est donc dans C1([0, L]). La relation (43) s’obtient en de´rivant (40) par
rapport a` z puis en utilisant (24)(a).
Soit maintenant le changement d’inconnue diffe´omorphe de [0, L] sur [0, pi2 ]
h(z) = he + ∆h sin2 f (z) (110)
ou` ∆h := hs − he et pour lequel f (0) = 0 et f (L) = pi2 . On a donc
[h(z) − he] × [hs − h(z)] = (∆h)2 sin2 f (z) cos2 f (z), (a)
h′(z) = 2∆h sin f (z) cos f (z) f ′(z). (b)
(111)
18Les fonctions h sont ici toutes les solutions possibles au sens des distributions.
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On a d’autre part
V(hs) − V(h) = (hs − h)
∫ 1
0
V ′[hs + t(h − hs)]dt. (112)
Ces relations injecte´es dans (109) impliquent
4(∆h)2 sin2 f (z) cos2 f (z)( f ′(z))2 = 2(h(z) − he)(hs − h)
∫ 1
0 V
′[hs + t(h − hs)]dt
= 2(∆h)2 sin2 f (z) cos2 f (z)
∫ 1
0 V
′[hs + t(h − hs)]dt
soit donc
∀z ∈]0, L[: 2( f ′(z))2 =
∫ 1
0
V ′[hs + t(h − hs)]dt
qui s’e´crit e´galement
∀z ∈]0, L[: 2( f ′(z))2 =
∫ 1
0
V ′[he + ∆h(1 − t cos2 f (z))]dt.
D’ou` l’e´galite´





V ′[he + ∆h(1 − t cos2 f (z))]dt. (113)
















V ′[he + (h − he)(1 − t cos2 f )]dt
, (114)
on obtient donc
L = J(hs), (115)
ce qui correspond a` (39). Enfin, connaissant hs, l’on peut calculer z 7→ f (z) a` partir de la fonction re´ciproque
de f 7→ z( f ) ou` z( f ) est obtenu en utilisant (113) c’est-a`-dire





d f ′√∫ 1
0
V ′[he + (hs − he)(1 − t cos2 f ′)]dt
. (116)
D’ou` (41) en utilisant (110). La relation (44) s’obtient en utilisant (24)(a) et (111)(b). Enfin, h ∈ C1([0, L])
et (24)(a) impliquent que φ ∈ C0([0, L]). D’ou` φ, si elle existe, est dans C2([0, L]) en utilisant (24)(b)
(puisque Σa ∈ C0([0, L]) implique (Σa − νΣ f )φ ∈ C0([0, L])).
37
B. Preuve du The´ore`me 3.3








(h − he)(hs − h)






ce qui donne (65) en inte´grant cette e´quation sur [0, L]. Par
ailleurs, en posant ∆h := (hs − he) et en utilisant le changement de variable (110) c’est-a`-dire
h(z) = he + ∆h sin2 f (z) (117)
pour lequel f (0) = 0 et f (L) = pi2 (et qui existe uniquement si h(z) ∈ [he, hs]) ainsi que les relations (111)
(qui demeurent valables), on obtient
∀z ∈]0, L[: 4( f ′(z))2 = Σ
D
− 2W[he + ∆h sin2 f (z)].
Une condition ne´cessaire d’existence est donc que ΣD − 2W(he + ∆h sin2 f ) ≥ 0 pour tout f ∈ [0, pi2 ], ce qui
s’e´crit aussi Σ ≥ 2D max
h∈[he,hs]
W(h) soit encore ke f f ≤ k∞. Et on en de´duit que
∀z ∈]0, L[: 2 f
′(z)√
Σ





D − 2W[he + ∆h sin2 f ]
= dz
ce qui donne (66) en inte´grant cette e´quation sur [0, pi2 ]. La fonction W(h) e´tant positive sur [he, hs] (cf. (61)),
on a aussi ke f f ≥ 0. En outre, comme L , 0, on a de plus ke f f , 0. On a donc finalement ke f f ∈]0, k∞].
Soit maintenant z( f ) de´finie avec (68). La fonction z( f ) est de´finie sur [0, pi2 ], et ve´rifie z(0) = 0 et z(
pi
2 ) = L.
Sachant que h(z) est donne´e avec (117), on obtient




− 2W[he + ∆h sin2 f (z)]
en utilisant (28)(a) et (118). D’ou` (67). La fonction h, si elle existe, est donc dans C1([0, L]). Puis, en
utilisant le fait que ke f f , 0, h ∈ C1([0, L]) et (28), on obtient que la fonction φ0, si elle existe, est dans
C2([0, L]) en appliquant le raisonnement utilise´ a` la fin du The´ore`me 3.1 pour montrer que φ ∈ C2([0, L])
(cf. Annexe A).
19Les fonctions h sont ici toutes les solutions possibles au sens des distributions.
38
C. Re´sultat cle´ utilise´ dans les preuves des The´ore`mes 3.2 et 3.4
Les The´ore`mes 3.2 et 3.4 utilisent le re´sultat cle´ suivant :
Lemme C.1.





2[V(hs) − V(h)](h − he)










(h − he)(hs − h)
tend vers +∞ lorsque Σ tend vers Σ∞ := 2D max
h∈[he,hs]
W(h) par valeurs supe´rieures.
Preuve du Lemme C.1 :
Preuve du premier aline´a : Comme V ∈ C2(]he, hmax]) (voir (35)) et que h∗ ∈]he, hmax[ ou` h∗ est l’enthalpie
de´finie dans l’Hypothe`se 3.1, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a` l’ordre 2 dans un voisinage
[h∗ − α, h∗] ⊂]he, hmax] (α > 0) a` savoir
V(h) = V(h∗) +
(h − h∗)2
2
V (2)[h˜(h, h∗)] (119)
ou` h˜(h, h∗) ∈ [h∗ − α, h∗] et V (2)[h˜(h, h∗)] , 0. D’ou`




pour tout hs ∈]he, hmax]. En outre, V(h) atteint son maximum en h∗. Donc, on peut aussi e´crire que
(h−h∗)2
2 V
(2)[h˜(h, h∗)] < 0 sur [h∗ − α, h∗], ce qui permet d’e´crire
∀h ∈ [h∗ − α, h∗] : V(hs) − V(h) = V(hs) − V(h∗) + |h − h∗|
2
2
|V (2)[h˜(h, h∗)]|. (120)
Par ailleurs, la fonction V (2) e´tant par hypothe`se continue dans ]he, h∗], il existe m > 0 et M > 0 tel que
∀h˜ ∈ [h∗ − α, h∗] : m ≤ 12 |V
(2)(h˜)| ≤ M. (121)
D’ou` en particulier
∀h ∈ [h∗ − α, h∗] : V(hs) − V(h) ≤ V(hs) − V(h∗) + M|h − h∗|2. (122)
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2[V(hs) − V(h)](h − he)
≤ J(hs)
ou` ∆h := hs − he. D’ou` en utilisant (122)





V(hs) − V(h∗) + M|h − h∗|2
≤ J(hs).
En effectuant le changement d’inconnue h = h∗ −
√
V(h∗)−V(hs)
M t, on obtient donc













V(h∗)−V(hs) (h∗ − hs) et b =
√
M






avec 1 ≤ γ :=
√
M
m en utilisant (121). Et en utilisant (122), on obtient par ailleurs
V(h∗) − V(hs) ≤ M|hs − h∗|2
ce qui implique b ≥ 1 + α/2h∗−hs . On peut donc e´crire que















Preuve du deuxie`me aline´a : On a de´montre´ que W ∈ C1([he, hs]) ∩C2(]he, hs[) (cf. (60)). W admet donc
un maximum sur [he, hs]. Deux cas se pre´sentent :
• ce maximum est atteint en h∗ ∈]he, hs[, et e´ventuellement en hs et/ou en he ;
• ce maximum est atteint en h∗ ∈ {he, hs} uniquement.
De´finissons Σ∞ tel que W(h∗) = Σ∞2D . Dans le premier cas, il existe α > 0 tel que W(h∗) soit le maximum
local sur [h∗ − α, h∗ + α] ⊂ ]he, hs[ et on a W′(h∗) = 0. Comme W ∈ C2([h∗ − α, h∗ + α]), on peut appliquer
la formule de Taylor-Lagrange a` l’ordre 2 ce qui donne
∀h ∈ [h∗ − α, h∗ + α] : W(h) = W(h∗) + 12(h − h∗)
2W′′[h˜(h, h∗)]
ou` h˜(h, h∗) ∈ [h∗ − α, h∗ + α]. En outre, W(h∗) e´tant un maximum de W, on a 12 (h − h∗)2W′′[h˜(h, h∗)] ≤ 0
soit donc
∀h ∈ [h∗ − α, h∗ + α] : W(h) = W(h∗) − 12(h − h∗)
2|W′′[h˜(h, h∗)]|.
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Et comme W′′ est continue sur [h∗−α, h∗+α], on peut affirmer qu’il existe M > 0 tel que |W′′[h˜(h, h∗)]| ≤ M
ce qui implique
∀h ∈ [h∗ − α, h∗ + α] : W(h) ≥ W(h∗) − 12 M(h − h∗)
2.
Donc, quand Σ2D −W(h∗) > 0 c’est-a`-dire pour tout Σ ≥ Σ∞, on a
∀h ∈ [h∗ − α, h∗ + α] : 0 ≤ ΣD − 2W(h) ≤
Σ − Σ∞
D








D + M(h − h∗)2
.










avec β(Σ) = α
√
DM
Σ−Σ∞ . Dans le deuxie`me cas, en supposant par exemple que h∗ = hs, on applique la
formule de Taylor-Lagrange a` l’ordre 1 sur [hs − α, hs] ⊂ ]he, hs] (ce qui est possible puisque l’on sait que
W ∈ C1([hs − α, hs]) d’apre`s (60)), soit donc
∀h ∈ [hs − α, hs] : W(h) = W(hs) + (h − hs)W′[h¯(h, hs)]
ou` h¯(h, hs) ∈ [hs − α, hs]. En proce´dant comme dans le premier cas, on obtient l’existence de M > 0 tel que
pour tout Σ ≥ Σ∞










+ M(hs − h)
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avec γ(Σ) = 2DM
Σ−Σ∞α. Une ine´galite´ identique est obtenue lorsque h∗ = he. En conclusion, pour les deux cas,











sont e´gales a` +∞, on obtient que I(Σ) tend vers +∞ quand Σ tend vers
Σ∞.
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D. Algorithme ite´ratif de couplage
Nous pre´sentons brie`vement dans cette section l’algorithme ite´ratif utilise´ au §5.2 pour re´soudre le
proble`me de recherche du ke f f . Puis nous proposons un algorithme pour le proble`me de recherche de hs
utilisant cet algorithme. Ces deux algorithmes sont pre´sente´s en supposant que Σ f et D de´pendent de h a`
l’instar de Σa(h).
D.1. Algorithme ite´ratif de couplage pour le calcul du ke f f


















Σa(h) − νΣ f (h)ke f f
]
φ(z) = 0 (b)
(123)






Notons que l’on suppose ici que Σ f et D de´pendent de h a` l’instar de Σa(h).
Pour cela, on ge´ne´ralise tout d’abord l’ope´rateur L(h) introduit au Lemme 3.1 avec









puisqu’on suppose que Σ f et D ne sont pas des constantes dans cette pre´sentation de l’algorithme. Puis on






On suppose donc que z 7→ 1√
Σ f [h(z)]
est dans C1([0, L]) de sorte que R(h) soit un ope´rateur de H10([0, L])





et a` en de´duire φ avec
φ = R(h)ψ.
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La fonction interme´diaire ψ est donc un vecteur propre de l’ope´rateur P(h) associe´ a` la valeur propre νke f f .
Traditionnellement, les codes de neutronique trouvent des solutions de (28)(29) via une proce´dure qui re´sout
ite´rativement l’e´quation sur l’enthalpie interne puis l’e´quation sur le flux neutronique qui est re´solue par
l’interme´diaire d’un proble`me de recherche de plus petite valeur propre.
On note n l’indice de l’ite´ration de cet algorithme de couplage ite´ratif. Et on introduit les ope´rateurs de
Sturm-Liouville
Pn := P(hn) et Ln := L(hn)
qui sont connus lorsque l’enthalpie hn a` l’ite´ration n l’est. Chaque ite´ration n se de´compose en 4 e´tapes :
• E´tape 1 : On suppose connue l’enthalpie hn. On cherche alors le couple (kn, ψ˜n) ou` νkn est la plus
petite valeur propre de l’ope´rateur Pn avec conditions de Dirichlet homoge`nes et telle que ψ˜n soit
l’unique vecteur propre normalise´ dans L2([0, L]). Soulignons a` nouveau que selon la the´orie des
ope´rateurs de Sturm-Liouville [17, 18], le vecteur propre ψ˜n est strictement positif ou strictement
ne´gatif sur ]0, L[. Ici, on le choisit strictement positif pour respecter la contrainte de positivite´ (11).
Selon cette meˆme the´orie, les vecteurs propres associe´s aux autres valeurs propres ne sont pas de
signe constant sur ]0, L[, ce qui justifie la recherche de plus petite valeur propre.
• E´tape 2 : On calcule
φ˜n = R(hn)ψ˜n
qui ve´rifie donc





• E´tape 3 : On calcule φn via la normalisation
φn =
φ˜n(z)∫ L
0 EΣ f [hn(z)]φ˜n(z)dz
.
Cette fonction est alors l’unique solution positive de Lnφn = νΣ fkn φn telle que∫ L
0
EΣ f [hn(z)]φn(z)dz = 1.




hn+1 = PEΣ f [hn(z)]φn,
hn+1(0) = he.
(125)
Puis on passe a` l’E´tape 1 de l’ite´ration n + 1 en fonction du niveau de convergence souhaite´, celui-ci
pouvant se mesurer par la quantite´ ||hn+1 − hn||∞.
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Il est important de souligner que la mise en œuvre pratique de cet algorithme ne´cessite de plus la discre´tisation
du domaine spatial [0, L] (qui repre´sente le cœur nucle´aire) avec un nombre fini de mailles. Lorsque l’espace
est ainsi discre´tise´, les e´tapes 1 et 4 correspondent a` respectivement rechercher la plus petite valeur propre
d’une matrice P∆zn correspondant a` la discre´tisation de l’ope´rateur Pn (pour un pas en espace de l’ordre
de ∆z) et a` l’inte´gration discre`te de l’e´quation diffe´rentielle (125). La discre´tisation des e´tapes 2 et 3
est imme´diate. Notons que la matrice P∆zn peut par exemple eˆtre obtenue via une approximation de type
e´le´ments finis. Au §5.2, on utilise des e´le´ments finis de Lagrange d’ordre 1 avec un pas en espace ∆z
constant pour discre´tiser l’ope´rateur d
2
dz2 dans Pn, ce qui correspond alors a` une approximation de type
diffe´rences finies.
Il reste a` e´tablir qu’au moins sous certaines conditions, cet algorithme converge. Nous abordons cette
question de´licate dans [20] en nous limitant au cas continu (c’est-a`-dire sans discre´tisation de l’espace
physique).
D.2. Algorithme ite´ratif de couplage pour le calcul de hs













+ [Σa(h) − νΣ f (h)]φ(z) = 0 (b)
(126)





Pour re´soudre (126)(127), nous proposons une me´thode ite´rative base´e sur une me´thode de tir, et qui trouve
sa justification dans le point 1 du Lemme 2.3. Chaque ite´ration m de cet algorithme se de´compose en 2
e´tapes :
• E´tape 1 : Connaissant hms > he, on re´sout le syste`me (123)(124) avec l’algorithme ite´ratif de´crit au
§D.1. On obtient alors hm, φm et kme f f .
Notons que φm = µmϕm ou` µm = De(hms − he) et ou` ϕm est le flux neutronique normalise´ solution de
(123)(124) (i.e.
∫ L
0 EΣ f [h
m(z)]ϕm(z)dz = 1).
• E´tape 2 : Suivant la valeur de kme f f par rapport a` 1, on met a` jour la valeur de hs a` partir de la
connaissance de hms , ce qui de´finit h
m+1
s . Le choix explicite de h
m+1
s en fonction de k
m
e f f de´pend de la
physique du proble`me. Plus pre´cise´ment :
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kme f f ≥ 1⇒ hm+1s = hms · (1 − εm),
kme f f ≤ 1⇒ hm+1s = hms · (1 + εm).





kme f f ≥ 1⇒ hm+1s = hms · (1 + εm),
kme f f ≤ 1⇒ hm+1s = hms · (1 − εm)
ou` εm ∈ [0, 1[ est un petit parame`tre fixe´ par l’utilisateur qui tend vers ze´ro lorsque kme f f tend vers 1.
Par exemple εm = min
(
ε0,
∣∣∣∣kme f f − 1∣∣∣∣) ou` ε0 ∈]0, 1[.
Puis on passe a` l’E´tape 1 de l’ite´ration m + 1 en fonction du niveau de convergence souhaite´, celui-ci
pouvant se mesurer par la quantite´ |kme f f − 1|.
Soulignons que cet algorithme ite´ratif ne´cessite l’utilisation d’un algorithme ite´ratif dans l’E´tape 1. Il est
donc constitue´ de 2 boucles ite´ratives imbrique´es, la boucle exte´rieure e´tant sur la valeur du scalaire kme f f .
Notons par ailleurs que dans l’E´tape 2, la connaissance du signe de dke f fdhs au voisinage de h
m
s et le choix
optimal de εm en fonction de kme f f de´pendent de la physique du proble`me c’est-a`-dire de Σa(h), Σ f (h) et
D(h), et pourront eˆtre appre´hende´s via quelques essais lorsqu’aucune information n’est disponible. Par
exemple, dans le cas d’une section efficace d’absorption affine, et lorsque Σ f (h) et D(h) sont des constantes,
la formule (94) montre que
dke f f
dhs
= − νΣ f(
σa(1 + m2)
3m2
(hs − he) + Σa,e
)2 · σa(1 + m2)3m2 < 0. (128)
La connaissance explicite du signe de dke f fdhs dans le cas affine oriente donc l’algorithme dans l’E´tape 2. Le
choix optimal de εm en fonction de kme f f reste cependant a` eˆtre e´value´.
Lorsque l’algorithme de calcul du ke f f converge, cet algorithme de calcul de hs converge force´ment
de`s lors que (126)(127) admet une unique solution. D’apre`s le The´ore`me 3.2, lorsque Σ f (h) et D(h) sont
des constantes, sous l’Hypothe`se 3.1 et lorsque L ≥ Lmin, l’algorithme de calcul de hs converge donc si et
seulement si l’algorithme de calcul du ke f f converge. Par contre, dans le cas ge´ne´ral, lorsque (126)(127)
admet une solution, il n’y a pas ne´cessairement unicite´ comme le souligne le The´ore`me 3.5. Dans ce cas, la
convergence de l’algorithme de calcul du ke f f n’assure pas la convergence de l’algorithme de calcul de hs
vers une des solutions de (126)(127) pour toute ite´re´e initiale h0s , l’algorithme pouvant par exemple osciller
entre 2 solutions de (126)(127) ou converger vers une des solutions mais pour un choix particulier de h0s .
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